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Resumo
Nesta dissertac¸a˜o e´ apresentada uma heur´ıstica de melhor encaixe para um problema de
empacotamento a duas dimenso˜es. Este problema faz parte de um conjunto mais vasto de
problemas de corte e empacotamento que sa˜o estudados em Investigac¸a˜o Operacional, e teˆm
aplicac¸a˜o pra´tica nas mais diversas a´reas industriais.
Sa˜o analisados diferentes modelos de empacotamento a duas dimenso˜es. A heur´ıstica foi dese-
nhada com base no modelo de melhor encaixe, e deu origem a uma ferramenta de software de
optimizac¸a˜o do planeamento de corte de mate´ria-prima. O desenvolvimento desta ferramenta
foi inspirado por um caso real de uma empresa portuguesa de instalac¸a˜o de revestimentos,
tendo como objectivo a optimizac¸a˜o do processo de planeamento de corte de mate´ria-prima.
Foram realizados testes computacionais sobre a ferramenta desenvolvida tendo como refereˆncia
um conjunto de instaˆncias reais, que permitiram aferir o n´ıvel qualitativo das soluc¸o˜es obtidas
pela heur´ıstica face a` qualidade das soluc¸o˜es reais existentes.
Palavras chave: Problemas de empacotamento a duas dimenso˜es, Heur´ıstica de melhor
encaixe.
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Abstract
In this work, a best-fit heuristic for a two-dimensional bin packing problem is presented.
This problem is part of a wider set of cutting and packing problems studied in the field of
Operations Research, having multiple applications in various industrial environments.
A series of two-dimensional cutting and packing problems is analysed. Namely, level pac-
king models, level and stack packing models and free cutting models. Furthermore, several
resolution models are studied for the problems mentioned above.
The best-fit heuristic for two-dimensional bin packing problems was designed having the best-
fit model as a starting point, and was integrated in the development of an industrial software
tool for raw material cutting optimization. The development of the industrial tool was inspired
by the real case of a portuguese surface industry.
The heuristic implemented was submitted to several software tests based on a set of real
instances, that permitted to generate a benchmark capable of traducing the quality of the
solutions obtained by the heuristic versus the initial existing results.
Keywords: Two-dimensional bin packing problems, Best-fit heuristic.
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1 Introduc¸a˜o
Nesta dissertac¸a˜o estuda-se um problema de empacotamento a duas dimenso˜es. Este problema
faz parte de um conjunto mais vasto de problemas de corte e empacotamento que sa˜o estudados
em Investigac¸a˜o Operacional, e teˆm aplicac¸a˜o pra´tica nas mais diversas a´reas industriais.
Um problema de corte e empacotamento consiste em alocar um conjunto de itens a um
conjunto de objectos. Apesar de partilharem uma estrutura lo´gica comum, os problemas de
corte diferem dos problemas de empacotamento nas suas a´reas de aplicac¸a˜o.
O in´ıcio da investigac¸a˜o sobre os problemas de corte e empacotamento remonta a meados do
se´culo XX. O estudo nesta a´rea vai-se desenvolvendo ao longo dos anos sem que surjam nor-
malizac¸o˜es capazes de definir as fronteiras das diferentes vertentes de investigac¸a˜o existentes.
No in´ıcio dos anos 90, surge atrave´s de Dyckoff [3] a primeira tipologia de problemas de corte
e empacotamento, criada para uniformizar a classificac¸a˜o de problemas e organizar o trabalho
realizado pela comunidade cient´ıfica nesta a´rea. Anos mais tarde sa˜o propostas tipologias
alternativas, com o propo´sito de adaptar a classificac¸a˜o de problemas a` evoluc¸a˜o do estudo
na a´rea, e de eliminar ambiguidades identificadas na tipologia existente, como e´ o caso do
trabalho realizado por Wa¨scher et al. [11] .
Enquanto as tipologias de empacotamento fornecem um conhecimento geral sobre as diferentes
classes de problemas existentes, os estudos realizados por Lodi et al. [8], [7], [9] fornecem um
estudo sobre um vasto conjunto de modelos e me´todos de soluc¸a˜o para problemas de corte
e empacotamento, quer heur´ısticos, quer determin´ısticos. Nesta dissertac¸a˜o sa˜o analisados
alguns destes modelos, em particular, modelos para problemas de corte e empacotamento a
duas dimenso˜es.
A heur´ıstica de melhor encaixe para um problema de corte e empacotamento a duas dimenso˜es
foi constru´ıda com base na adaptac¸a˜o de um dos modelos analisados: a heur´ıstica de melhor
encaixe. O modelo desenhado foi implementado numa soluc¸a˜o de software com aplicac¸a˜o
pra´tica em diferentes a´reas industriais, embora tenha sido inspirada num caso pra´tico real de
uma empresa de instalac¸a˜o de revestimentos portuguesa, a MPinto.
O objectivo fundamental do presente trabalho, e´ reduzir os custos associados ao processo
produtivo da empresa MPinto. A optimizac¸a˜o que se pretende desenvolver, visa uma me-
lhoria dos n´ıveis de produtividade da empresa, atrave´s de um compromisso entre a reduc¸a˜o
do nu´mero de horas-homem envolvido no processo de preparac¸a˜o de obra versus o n´ıvel de
consumo de mate´ria-prima em cada projecto.
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Outro objectivo deste projecto e´ assegurar que as soluc¸o˜es obtidas para o processo de corte
sa˜o geradas de forma sistema´tica e objectiva, reduzindo o ma´ximo de factores entregues a`
arbitrariedade do colaborador, garantindo a constaˆncia e coereˆncia dos resultados. Atrave´s
da construc¸a˜o de um modelo de corte e empacotamento para o caso MPinto, na˜o se pretende
modelar e replicar o me´todo de alocac¸a˜o utilizado, mas sim construir um modelo capaz de
fornecer soluc¸o˜es com qualidade satisfato´ria e reduzir drasticamente o seu tempo de execuc¸a˜o.
O processo de planeamento de corte a duas dimenso˜es no aˆmbito da indu´stria de revestimentos
de superf´ıcies envolve um elevado nu´mero de horas-homem quando e´ levado a cabo de forma
manual, ainda que auxiliado por ferramentas TI. A sustentabilidade de empresas deste ramo
num mercado altamente competitivo a` escala global, veˆ-se ameac¸ada pela diferenc¸a do custos
associados a ma˜o-de-obra em outros pa´ıses e, por outro lado, pelo investimento em tecnologia
capaz de optimizar a produc¸a˜o realizada por empresas concorrentes.
Revela-se vital a necessidade de investimento na optimizac¸a˜o do processo produtivo, capaz de
se traduzir em:
• Reduc¸a˜o do tempo gasto em todas as fases do projecto, desde a fase de planeamento de
obra ate´ a` fase de implementac¸a˜o;
• Reduc¸a˜o da quantidade de mate´ria-prima gasta na aplicac¸a˜o de revestimentos no local
de obra;
• Aumento da produtividade dos colaboradores afectos a todas as fases da produc¸a˜o, com
especial incideˆncia sobre o planeamento e na instalac¸a˜o do revestimento no local de obra;
• Minimizac¸a˜o dos custos associados ao processo produtivo;
• Maximizar o reaproveitamento de mate´ria-prima desperdic¸ada em projectos realizados;
• Assegurar a coereˆncia das metodologias aplicadas em projectos e maximizar n´ıveis de
qualidade do produto final entregue ao cliente.
A utilizac¸a˜o de uma ferramenta de planeamento de empacotamento a duas dimenso˜es au-
toma´tico, como e´ o caso da ferramenta desenvolvida no aˆmbito do presente projecto, potencia
uma melhoria da produtividade e da competitividade da empresa, aproximando-a dos objec-
tivos acima delineados.
Esta dissertac¸a˜o esta´ organizada em seis cap´ıtulos. No cap´ıtulo 2 e´ feita uma revisa˜o bibli-
ogra´fica sobre problemas de corte e empacotamento. No cap´ıtulo 3 e´ introduzido o problema
20
abordado nesta dissertac¸a˜o. No cap´ıtulo 4 e´ descrito o me´todo de soluc¸a˜o desenvolvido. No
cap´ıtulo 5 descreve-se a implementac¸a˜o efectuada e os resultados obtidos. No u´ltimo cap´ıtulo,
apresentam-se as concluso˜es do trabalho realizado e indicam-se poss´ıveis caminhos para a sua
continuac¸a˜o.
21
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2 Revisa˜o bibliogra´fica
2.1 Problemas de corte e empacotamento
Os problemas de corte e empacotamento sa˜o uma a´rea de estudo da Investigac¸a˜o Operaci-
onal, que se encontram presentes em diversos tipos de processos industriais. Apesar de se
distinguirem entre si nas suas aplicac¸o˜es pra´ticas, problemas de corte e problemas de em-
pacotamento sa˜o estudados em conjunto por partilharem uma estrutura lo´gica comum. Por
razo˜es pra´ticas, de ora em diante problemas de corte e empacotamento sera˜o referidos como
problemas de empacotamento.
E´ poss´ıvel identificar inu´meros casos de problemas de empacotamento no ambiente armaze-
nista, de um modo concreto no processo de alocac¸a˜o de um conjunto de componentes numa
superf´ıcie ou no processo de carregamento de paletes de produtos para um ve´ıculo de trans-
porte de mercadorias. Como exemplo de problemas de corte podemos considerar o processo
de corte de figuras geome´tricas a partir de placas de madeira com iguais dimenso˜es. Este
tipo de problemas e´ encontrado nas indu´strias de pla´sticos, metalu´rgica, vidreira, madeireira,
teˆxtil, papeleira, entre outras.
Um problema de empacotamento e´ definido como um processo de alocac¸a˜o de um conjunto
de itens a um conjunto de objectos. Os dois conjuntos de elementos, itens e objectos, sa˜o
caracterizados funcionalmente de forma distinta. Os itens consistem no resultado esperado
da resoluc¸a˜o do problema de empacotamento a que o conjunto de objectos e´ submetido, ou
seja, os itens sa˜o considerados o produto final enquanto os objectos sa˜o os recursos.
Os elementos do conjunto de objectos e de itens podem ser definidos em uma, duas, treˆs
ou mais dimenso˜es geome´tricas. O nu´mero de dimenso˜es geome´tricas e´ determinante na
classificac¸a˜o do problema de empacotamento considerado. O processo de organizac¸a˜o de
livros numa estante e´ um exemplo de um problema de empacotamento a treˆs dimenso˜es, e a
organizac¸a˜o da capa de um jornal podera´ ser considerado um problema de empacotamento a
duas dimenso˜es. Na presente dissertac¸a˜o sa˜o analisados problemas em que os itens e objectos
sa˜o caracterizados por duas dimenso˜es.
O processo de alocac¸a˜o consiste em seleccionar uma parte ou a totalidade dos itens, agrupando-
os em um ou mais subconjuntos (atrave´s da identificac¸a˜o de padro˜es por combinac¸o˜es geome´-
tricas) e alocando cada um dos subconjuntos gerados a um objecto, garantindo a observac¸a˜o
das seguintes propriedades:
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• A totalidade dos elementos que integram os subconjuntos de itens seleccionados tem
dimenso˜es compat´ıveis com as dimenso˜es do objecto onde sa˜o alocados. Assim sendo,
as dimenso˜es de cada item na˜o ultrapassam as dimenso˜es do respectivo objecto.
• Todos os itens alocados num determinado objecto na˜o se sobrepo˜em entre si. Uma
soluc¸a˜o va´lida para um problema de empacotamento podera´ resultar na utilizac¸a˜o de
uma parte ou da totalidade dos objectos dispon´ıveis, e de uma parte ou da totalidade
do conjunto de itens.
2.2 Problemas de empacotamento a duas dimenso˜es
Os problemas de empacotamento a duas dimenso˜es sa˜o uma classe de problemas de empaco-
tamento onde objectos e itens sa˜o caracterizados por duas dimenso˜es geome´tricas. Podemos
definir um problema de empacotamento a duas dimenso˜es da seguinte forma:
Dado um conjunto finito na˜o nulo J com n itens rectangulares j ∈ J = {1, . . . , n} em que cada
item e´ caracterizado pelas dimenso˜es (wj , hj), respectivamente largura e altura, e considerando
um conjunto finito na˜o nulo I com m objectos rectangulares i ∈ I = {1, . . . ,m} de dimenso˜es
(Wi, Hi), o objectivo do problema e´ empacotar o ma´ximo de itens na menor quantidade de
objectos poss´ıvel.
Nos casos em que os objectos teˆm dimenso˜es finitas, estamos perante problemas de empaco-
tamento a duas dimenso˜es em placas. No caso particular em que o conjunto de objectos e´
constitu´ıdo por apenas um elemento com largura W e altura infinita (H = ∞), trata-se de
um problema de empacotamento a duas dimenso˜es em rolos (Two dimensional strip packing
problem). Neste caso, o objectivo do problema e´ empacotar todos os itens utilizando a menor
altura do rolo poss´ıvel, ou seja, minimizando o valor de H. Na Figura 1 e´ poss´ıvel observar um
esquema que representa as diferenc¸as entre problemas de empacotamento a duas dimenso˜es
em placas e em rolos.
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Figura 1: Esquema de empacotamento a duas dimenso˜es em rolos versus empacotamento a
duas dimenso˜es em placas.
Na versa˜o cla´ssica de problemas de empacotamento em placas de igual tamanho, o objectivo e´
empacotar a totalidade dos itens no mı´nimo de placas poss´ıveis. Este problema e´ classificado
como 2/V/I/M, segundo a tipologia proposta por Dyckoff [3]. O tipo de problemas 2/V/I/M
e´ definido pela seguintes propriedades:
• Dimensionalidade: 2 – O problema e´ bi-dimensional, o que significa que os itens teˆm
duas dimenso˜es.
• Tipo de tarefa: V – Todos os itens teˆm que ser combinados em padro˜es que sera˜o
posteriormente alocados a uma selecc¸a˜o de objectos. (O s´ımbolo V e´ uma refereˆncia ao
termo alema˜o Verladeproblem, usado para problemas em que todos os itens sa˜o alocados
num subconjunto de objectos).
• Classificac¸a˜o de objectos: I – Objectos ideˆnticos, isto e´, todos os objectos teˆm as mesmas
dimenso˜es.
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• Classificac¸a˜o de itens: M – Observa-se uma grande heterogeneidade de dimenso˜es no
conjunto de itens.
Dyckoff [3] refere-se a esta classificac¸a˜o como o problema cla´ssico de empacotamento a duas
dimenso˜es em placas (Classical Bin Packing Problem). Wa¨scher et al. [11] considerando que
esta tipologia era demasiado amb´ıgua, propuseram uma classificac¸a˜o alternativa para a mesma
classe na sua tipologia associando-a a um tipo de problemas interme´dio denominado SBSBPP
(Single Bin Size Bin Packing Problem), que e´ traduzido por problema de empacotamento em
placas de dimenso˜es iguais. A classificac¸a˜o alternativa e´ baseada em propriedades ligeiramente
diferentes da classificac¸a˜o anterior:
• Dimensionaliade: Bi-dimensional.
• Tipo de tarefa: Minimizac¸a˜o de input.
• Classificac¸a˜o de objectos: Objectos ideˆnticos.
• Classificac¸a˜o de itens: Itens com dimenso˜es muito diferentes.
Tanto os itens como os objectos podem adquirir dimenso˜es diferentes. A diversidade de
dimenso˜es existente no conjunto de itens e objectos, assim como a sua cardinalidade, sa˜o
factores que determinam a classificac¸a˜o do tipo de problema de empacotamento analisado.
Para ale´m destes factores, tambe´m as restric¸o˜es sobre a orientac¸a˜o dos itens no processo
de alocac¸a˜o (capacidade de rotac¸a˜o de itens na alocac¸a˜o), restric¸o˜es sobre posicionamento
ortogonal e de corte transversal, entre outras, determinam a classificac¸a˜o do problema, a
selecc¸a˜o do modelo a ser utilizado na sua resoluc¸a˜o e a qualidade da mesma.
Em seguida, analisamos treˆs diferentes modos de empacotamento, que esta˜o na base dos
modelos estudados na presente dissertac¸a˜o.
2.2.1 Empacotamento por n´ıveis
O empacotamento por n´ıveis e´ um me´todo de alocac¸a˜o ortogonal de itens, que garante a
possibilidade de corte transversal. Ou seja, o plano de empacotamento do objecto e´ divis´ıvel
de ponta a ponta sem causar coliso˜es com qualquer item. Um exemplo real de aplicac¸a˜o do
me´todo de empacotamento por n´ıveis e´ o caso do processo de corte de rolo de papel atrave´s de
uma guilhotina automa´tica, em que a laˆmina tem necessariamente que cobrir transversalmente
o objecto em cada corte. A divisa˜o das a´reas ocupadas pelos itens no objecto e´ realizado em
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duas fases. Na primeira fase sa˜o realizadas as diviso˜es horizontais que produzem os n´ıveis,
e na segunda fase as diviso˜es verticais separando os itens empacotados em cada n´ıvel. Na
Figura 2 e´ poss´ıvel observar um esquema de um problema de empacotamento por n´ıveis.
Figura 2: Empacotamento a duas dimenso˜es por n´ıveis.
2.2.2 Empacotamento por n´ıveis e pilhas
O empacotamento por n´ıveis e pilhas e´ semelhante ao empacotamento por n´ıveis, com a
particularidade de adicionar uma fase adicional de empacotamento, possibilitando no mesmo
n´ıvel ter pilhas verticais de itens. Apresenta a vantagem de possibilitar um aproveitamento
do espac¸o vertical em cada n´ıvel de empacotamento, diminuindo o desperd´ıcio gerado no
empacotamento por n´ıveis. A melhoria da qualidade das soluc¸o˜es geradas tem como reve´s a
maior complexidade associada a este tipo de problemas, estando dependentes da cardinalidade
e da diversidade de dimenso˜es no conjunto de itens e objectos. O esquema da Figura 3
representa um problema de empacotamento por n´ıveis e pilhas.
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Figura 3: Empacotamento a duas dimenso˜es por n´ıveis e pilhas.
Os crite´rios considerados para a criac¸a˜o de pilhas de itens varia de modelo para modelo. Na˜o
sendo invariavelmente necessa´rio que os itens de cada pilha tenham igual largura, e´ conveniente
que tenham largura aproximada para o aproveitamento do espac¸o vertical dentro do n´ıvel de
empacotamento.
2.2.3 Empacotamento livre
Ao contra´rio dos tipos de empacotamento anteriores, no empacotamento livre na˜o existem
quaisquer restric¸o˜es de alocac¸a˜o, a` excepc¸a˜o das propriedades ba´sicas de empacotamento ja´
enunciadas: a na˜o sobreposic¸a˜o de itens, e a compatibilidade de dimenso˜es de itens e de
objectos.
O empacotamento livre e´ frequentemente resolvido por me´todos heur´ısticos, onde o objectivo
e´ encontrar uma soluc¸a˜o em tempo u´til, o mais aproximadamente poss´ıvel do valor o´ptimo.
O esquema da Figura 4 representa um problema de empacotamento livre.
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Figura 4: Empacotamento livre.
2.3 Modelos
2.3.1 Dois esta´gios
Lodi et al. [7] introduziram um modelo de programac¸a˜o inteira para empacotamento por
n´ıveis: o modelo 2LBP. O modelo 2LBP e´ considerado um modelo de dois esta´gios, sendo
que o corte dos objectos e´ processado em duas fases distintas: na primeira fase sa˜o realizados
cortes horizontais de ponta a ponta definindo tiras na placa, e na segunda fase sa˜o realizados
cortes verticais entre os itens alocados em cada tira gerada na primeira fase.
O primeiro n´ıvel de cada placa localiza-se sempre na sua base inferior. Os itens sa˜o empacota-
dos alinhados a` esquerda, com a base encostada a` base do respectivo n´ıvel. A posic¸a˜o de um
n´ıvel seguinte e´ determinada pela linha horizontal trac¸ada pelo item mais alto empacotado
no n´ıvel inferior.
Uma soluc¸a˜o para o modelo 2LBP obedece a`s seguintes propriedades:
1. Para cada n´ıvel de corte, o item que se encontra mais a` esquerda e´ o mais alto.
2. Para cada placa, o n´ıvel que se encontra na posic¸a˜o mais abaixo e´ o mais alto.
3. Os itens sa˜o ordenados e numerados por valores de altura hj na˜o crescentes.
Cada n´ıvel de corte e´ inicializado e identificado pelo item que se encontra na posic¸a˜o extrema
do lado esquerdo, e cada placa e´ inicializada e identificada pelo n´ıvel que se encontra na
alocado na sua base.
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O modelo de Lodi et al. [7] baseia-se na definic¸a˜o de n n´ıveis poss´ıveis, sendo cada n´ıvel i
inicializado pelo item i, e na definic¸a˜o de n placas poss´ıveis, sendo cada placa inicializada por
um poss´ıvel n´ıvel.
Assumindo que
• J corresponde ao conjunto de itens do problema de empacotamento;
• n corresponde ao nu´mero de elementos do conjunto J ;
• wi, hi sa˜o respectivamente as medidas de largura e altura do item i, i ∈ J ;
• W e H sa˜o respectivemente as medidas de largura e altura das placas;
as varia´veis de decisa˜o do modelo 2LBP sa˜o:
yi =
 1, se e so´ se o item i inicializa o n´ıvel i, onde i ∈ J .0, caso contra´rio.
qk =
 1, se e so´ se o n´ıvel k (inicializado pelo item k) inicializa a placa k, onde k ∈ J .0, caso contra´rio.
xij =

1, se e so´ se o item j for empacotado no n´ıvel i (inicializado pelo item i),
onde i, j ∈ J .
0, caso contra´rio.
zki =

1, se e so´ se o n´ıvel i (inicializado pelo item i) for empacotado na placa k
(inicializada pelo n´ıvel k com o item k), onde k, i ∈ J .
0, caso contra´rio.
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A partir das varia´veis de decisa˜o descritas acima, e´ poss´ıvel construir o seguinte modelo de
programac¸a˜o inteira para o problema 2LBP:
Min
n∑
k=1
qk (1)
sujeito a:
j−1∑
i=1
xij + yj = 1 (j = 1...n) (2)
n∑
j=i+1
wjxij ≤ (W − wi)yi (i = 1...n− 1) (3)
i−1∑
k=1
zki + qi = yi (i = 1...n) (4)
n∑
i=k+1
hizki ≤ (H − hk)qk (k = 1...n− 1) (5)
yi, xij , qk, zki ∈ {0, 1} ∀i, j, k (6)
Func¸a˜o objectivo (1): A expressa˜o (1) representa a func¸a˜o objectivo do modelo. Esta
func¸a˜o minimiza o nu´mero de placas usadas numa soluc¸a˜o do modelo.
Restric¸o˜es (2): Garantem que todos os itens sa˜o empacotados (inicializando um n´ıvel ou
sendo empacotados num n´ıvel inicializado por outro item).
Restric¸o˜es (3): As restric¸o˜es (3) garantem que um item so´ pode ser empacotado num n´ıvel
inicializado e que a largura total dos itens empacotados num n´ıvel na˜o excede a largura da
placa.
Restric¸o˜es (4): As restric¸o˜es (4) garantem que todos os n´ıveis sa˜o empacotados (iniciali-
zando uma placa ou sendo empacotados numa placa inicalizada por outro n´ıvel).
Restric¸o˜es (5): Estas restric¸o˜es garantem que um n´ıvel so´ pode ser empacotado numa placa
inicializada, e que a altura somada dos itens que inicializam os n´ıveis empacotados numa placa
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na˜o excede a altura da mesma.
Restric¸o˜es (6): Define o domı´nio das varia´veis de decisa˜o.
Para possibilitar uma melhor compreensa˜o do modelo de programac¸a˜o inteira apresentado
acima, apresentamos um exemplo do modelo para a instaˆncia da Tabela 1, ilustrada na Figura
5.
Tabela 1: Instaˆncia de um problema 2BP
Ind´ıce i Co´digo Largura wi Altura hi
1 A 4 6
2 B 4 4
3 C 3 4
4 D 8 3
5 E 1 3
6 F 6 2
7 G 2 2
8 H 4 1
Figura 5: Esquema do conjunto de itens da instaˆncia da Tabela 1.
Assumindo que as dimenso˜es das placas sa˜o H = 20 e W = 10, o modelo correspondente a`
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instaˆncia da Tabela 1 pode ser definido da seguinte forma:
Min q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6 + q7 + q8 (FO)
sujeito a :
y1 = 1 (R1)
x12 + y2 = 1 (R2)
x13 + x23 + y3 = 1 (R3)
x14 + x24 + x34 + y4 = 1 (R4)
x15 + x25 + x35 + x45 + y5 = 1 (R5)
x16 + x26 + x36 + x46 + x56 + y6 = 1 (R6)
x17 + x27 + x37 + x47 + x57 + x67 + y7 = 1 (R7)
x18 + x28 + x38 + x48 + x58 + x68 + x78 + y8 = 1 (R8)
4x12 + 3x13 + 8x14 + 1x15 + 6x16 + 2x17 + 4x18 ≤ (10− 4)y1 (R9)
3x23 + 8x24 + 1x25 + 6x26 + 2x27 + 4x28 ≤ (10− 4)y2 (R10)
8x34 + 1x35 + 6x36 + 2x37 + 4x38 ≤ (10− 3)y3 (R11)
1x45 + 6x46 + 2x47 + 4x48 ≤ (10− 8)y4 (R12)
6x56 + 2x57 + 4x58 ≤ (10− 1)y5 (R13)
2x67 + 4x68 ≤ (10− 6)y6 (R14)
4x78 ≤ (10− 2)y7 (R15)
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q1 = y1 (R16)
z12 + q2 = y2 (R17)
z13 + z23 + q3 = y3 (R18)
z14 + z24 + z34 + q4 = y4 (R19)
z15 + z25 + z35 + z45 + q5 = y5 (R20)
z16 + z26 + z36 + z46 + z56 + q6 = y6 (R21)
z17 + z27 + z37 + z47 + z57 + z67 + q7 = y7 (R22)
z18 + z28 + z38 + z48 + z58 + z68 + z78 + q8 = y8 (R23)
4z12 + 4z13 + 3z14 + 3z15 + 2z16 + 2z17 + 1z18 ≤ (20− 6)q1 (R24)
4z23 + 3z24 + 3z25 + 2z26 + 2z27 + 1z28 ≤ (20− 4)q2 (R25)
3z34 + 3z35 + 2z26 + 2z37 + 1z38 ≤ (20− 4)q3 (R26)
3z45 + 2z46 + 2z47 + 1z48 ≤ (20− 3)q4 (R27)
2z56 + 2z57 + 1z58 ≤ (20− 3)q5 (R28)
2z67 + 1z68 ≤ (20− 2)q6 (R29)
1z78 ≤ (20− 2)q7 (R30)
q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8 ∈ {0, 1} (R31)
z12, z13, z14, z15, z16, z17, z18, z23, z24, z25, z26, z27, z28, z34, z35, z36, z37, z38,
z45, z46, z47, z48, z56, z57, z58, z67, z68, z78 ∈ {0, 1} (R32)
y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8 ∈ {0, 1} (R33)
x12, x13, x14, x15, x16, x17, x18, x23, x24, x25, x26, x27, x28, x34, x35, x36, x37, x38,
x45, x46, x47, x48, x56, x57, x58, x67, x68, x78 ∈ {0, 1} (R34)
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2.3.2 Dois esta´gios com rotac¸a˜o
No modelo 2LBP, os itens sa˜o alocados com orientac¸a˜o fixa. Lodi et al. [9] apresentaram uma
variante do modelo 2LBP em que os itens podem alterar a sua orientac¸a˜o. Nesta variante,
para cada item a empacotar, e´ criado um item duplicado com uma rotac¸a˜o de 90º. Deste
modo, o item duplicado δj corresponde a` rotac¸a˜o do item j (onde j ∈ {1...n}) tem dimenso˜es
wδj = hj e hδj = wj .
O modelo de programac¸a˜o inteira para a extensa˜o 2LBPr e´ definido da seguinte forma:
Min
2n∑
k=1
qk (7)
sujeito a:
j−1∑
i=1
xij + yj ≤ 1 (j = 1...2n) (8)
n∑
j=i+1
wjxij ≤ (W − wi)yi (i = 1...2n− 1) (3)
i−1∑
k=1
zki + qi = yi (i = 1...2n) (4)
n∑
i=k+1
hizki ≤ (H − hk)qk (k = 1...2n− 1) (5)
yj +
j−1∑
i=1
xij + yδj +
δj−1∑
i=1
xiδj = 1 ∀j ∈ I, j < δj (9)
yi, xij , qk, zki ∈ {0, 1} ∀i, j, k (6)
O nu´mero de itens que o modelo 2LBPr recebe corresponde ao dobro do nu´mero de itens
recebidos pelo modelo 2LBP, uma vez que o conjunto de itens para o modelo 2LBPr conteˆm
tambe´m os itens duplicados. Desta forma, na˜o havendo alterac¸o˜es a` indexac¸a˜o dos itens
atribu´ıda, e´ poss´ıvel assumir que o item duplicado δi = i+ n, para qualquer item i.
O modelo 2LBPr difere do modelo 2LBP nas expresso˜es (7), (8) e (9):
Func¸a˜o Objectivo (7): A func¸a˜o objectivo para o modelo 2LBPr difere da expressa˜o (1)
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apenas no nu´mero de itens recebidos (2n), uma vez que para cada item i ∈ n e´ associado um
item ir correspondente a` sua rotac¸a˜o.
Restric¸a˜o (8): Para cada par de itens i e j (onde i < j) pertencentes ao conjunto de itens
J , ou o item j e´ empacotado no n´ıvel i (inicializado pelo item i), ou o item j inicializa o n´ıvel
j, ou enta˜o na˜o e´ empacotado.
Restric¸a˜o (9): Para cada item j ∈ J , ou j inicializa o n´ıvel yj , ou j e´ empacotado num n´ıvel
ja´ existente, ou o item δj (duplicado de j com rotac¸a˜o de 90º) inicializa o n´ıvel yδj ou enta˜o
δj e´ empacotado num n´ıvel ja´ existente. Esta restric¸a˜o garante que os itens j e δj na˜o sa˜o
empacotados simultaneamente.
As restric¸o˜es (3,4,5,6) sa˜o as mesmas que no modelo 2LBP.
Consideremos agora uma nova instaˆncia de problemas 2BP, com os treˆs primeiros itens da
instaˆncia anterior apresentada na Tabela 1:
Tabela 2: Instaˆncia 2
I´ndice i Co´digo ci Largura wi Altura hi
1 A 4 6
2 B 4 4
3 C 3 4
Seja J o conjunto de itens apresentado na Tabela 2, onde i ∈ {1, 2, 3}, item i ∈ J . Para
cada item i ∈ J , e´ criado um item duplicado δi com uma rotac¸a˜o de 90º. Consequentemente,
wδi = hi, hδi=wi .
Antes do processamento do modelo 2LBPr, todos os itens sa˜o ordenados por valores na˜o cres-
centes de altura. Apo´s a criac¸a˜o dos itens duplicados e´ mantido um registo de correspondeˆncia
entre os ı´ndices dos itens originais e os ı´ndices dos itens duplicados, antes do processo de or-
denac¸a˜o por alturas:
Na Tabela 3 sa˜o replicados os itens da Tabela 2, com uma rotac¸a˜o de 90º, e na Tabela 4 os itens
sa˜o ordenados por valores na˜o crescentes de altura. Na Tabela 5 e´ registada a correspondeˆncia
dos ı´ndices entre itens originais e itens duplicados com rotac¸a˜o de 90º.
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Tabela 3: Instaˆncia 2 - Criac¸a˜o de itens duplicados com rotac¸a˜o de 90º
I´ndice i Co´digo ci Largura wi Altura hi
1 A 4 6
2 B 4 4
3 C 3 4
4 Ar 6 4
5 Br 4 4
6 Cr 4 3
Tabela 4: Instaˆncia 2 - Itens ordenados por valores de altura na˜o crescentes
I´ndice i I´ndice antigo Co´digo ci Largura wi Altura hi
1 6 Ar 6 4
2 1 A 4 6
3 2 B 4 4
4 7 Br 4 4
5 8 Cr 4 3
6 3 C 3 4
Apo´s a ordenac¸a˜o dos itens, e´ poss´ıvel construir o modelo 2LBPr para a instaˆncia 2, segundo
a informac¸a˜o da Tabela 4 e assumindo que objectos teˆm dimenso˜es H = 20 e W = 10:
Min q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6 (FO)
sujeito a :
y1 ≤ 1 (R1)
x12 + y2 ≤ 1 (R2)
x13 + x23 + y3 ≤ 1 (R3)
x14 + x24 + x34 + y4 ≤ 1 (R4)
x15 + x25 + x35 + x45 + y5 ≤ 1 (R5)
x16 + x26 + x36 + x46 + x56 + y6 ≤ 1 (R6)
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Tabela 5: Instaˆncia 2 - Correspondeˆncia entre ı´ndices dos itens originais e itens duplicados.
I´ndice I´ndice original I´ndice duplicado
A 2 1
B 3 4
C 6 5
4x12 + 4x13 + 4x14 + 4x15 + 3x16 ≤ (10− 6)y1 (R7)
4x23 + 4x24 + 4x25 + 3x26 ≤ (10− 4)y2 (R8)
4x34 + 4x35 + 3x36 ≤ (10− 4)y3 (R9)
4x45 + 3x46 ≤ (10− 4)y4 (R10)
3x56 ≤ (10− 4)y5 (R11)
q1 = y1 (R12)
z12 + q2 = y2 (R13)
z13 + z23 + q3 = y3 (R14)
z14 + z24 + z34 + q4 = y4 (R15)
z15 + z25 + z35 + z45 + q5 = y5 (R16)
z16 + z26 + z36 + z46 + z56 + q6 = y6 (R17)
6z12 + 4z13 + 4z14 + 3z15 + 4z16 ≤ (20− 4)q1 (R18)
4z23 + 4z24 + 3z25 + 4z26 ≤ (20− 6)q2 (R19)
4z34 + 3z35 + 4z26 ≤ (20− 4)q3 (R20)
3z45 + 4z46 ≤ (20− 4)q4 (R21)
4z56 ≤ (20− 3)q5 (R22)
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y1 + y2 + x12 = 1 (R23)
y3 + x13 + x23 + y4 + x14 + x24 + x34 = 1 (R24)
y5 + x15 + x25 + x35 + x45 + y6 + x16 + x26 + x36 + x46 + x56 = 1 (R25)
q1, q2, q3, q4, q5, q6 ∈ {0, 1} (R26)
z12, z13, z14, z15, z16, z23, z24, z25, z26, z34, z35, z36,
z45, z46, z56 ∈ {0, 1} (R27)
y1, y2, y3, y4, y5, y6 ∈ {0, 1} (R28)
x12, x13, x14, x15, x16, x23, x24, x25, x26, x34, x35, x36,
x45, x46, x56 ∈ {0, 1} (R29)
As restric¸o˜es R(23-25) asseguram que ou um item original ou o seu duplicado e´ empacotado,
seguindo a correspondeˆncia de ı´ndices apresentado na Tabela 5.
Considerando a restric¸a˜o R24 do modelo acima:
y3 + x13 + x23 + y4 + x14 + x24 + x34 = 1 (R24)
De acordo com a Tabela 5, o ı´ndice 3 corresponde ao item B, e o ı´ndice 4 corresponde ao item
duplicado de B com rotac¸a˜o de 90º, isto e´, Br. Consequentemente, ou i3 (item com ı´ndice 3)
inicializa o n´ıvel (y3) ou i3 e´ empacotado num n´ıvel inicializado por um item com um ı´ndice
mais baixo (x13, x23), ou enta˜o o item duplicado de i3, que neste caso e´ i4 (de acordo com a
Tabela 5), inicializa o n´ıvel (y4) ou i4 e´ empacotado num n´ıvel incializado por um item com
um ı´ndice mais baixo (x14, x24, x34).
2.3.3 Treˆs esta´gios
Os modelos de empacotamento analisados anteriormente (2LBP e 2LBPr) sa˜o, tal como foi
referido, modelos a dois esta´gios, em que o empacotamento de placas e´ processado em duas
fases distintas: a primeira fase consiste em processar cortes horizontais de ponta a ponta
(gerando n´ıveis de corte), e a segunda fase consiste em processar cortes verticais de ponta a
ponta, obtendo-se os itens.
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Ao adicionar uma fase de corte ao problema de duas fases, e´ poss´ıvel reduzir a a´rea na˜o
utilizada dos objectos. Iremos analisar um modelo de corte e empacotamento para problemas
2BP de 3 esta´gios (2BP-3 restrito) introduzido por Puchinger e Raidl [10].
O processo de corte a treˆs esta´gios realiza-se com cortes horizontais sucessivos no primeiro
esta´gio, cortes verticais sucessivos no segundo esta´gio, e novamente cortes horizontais no
terceiro e u´ltimo esta´gio.
Uma soluc¸a˜o va´lida para o modelo 2BP-3 restrito e´ constitu´ıda por um conjunto de placas
finito, sendo cada placa desse conjunto dividida em n´ıveis. Cada n´ıvel e´ dividido em diferentes
pilhas, e cada pilha e´ preenchida por um conjunto de itens com largura ideˆntica. A ordem
segundo a qual sa˜o inseridos os itens em cada pilha na˜o afecta a validade da soluc¸a˜o nem o
seu valor objectivo.
Uma soluc¸a˜o do modelo (2BP-3 restrito) podera´ conter o ma´ximo de:
• n pilhas - cada pilha e´ identificada pelo ı´ndice do maior item nela empacotado, isto e´, o
item com maior ı´ndice empacotado na pilha.
• n n´ıveis - o identificador de cada n´ıvel corresponde ao identificador da pilha empacotada
nesse n´ıvel com maior altura.
• n placas - o identificador de cada placa corresponde ao menor ı´ndice do conjunto de
n´ıveis contidas nessa placa.
O problema tem uma restric¸a˜o adicional que e´ a pilha com maior altura empacotada num
n´ıvel (que inicializa o n´ıvel e define o seu identificador) ser preenchida apenas com um u´nico
item. Consequentemente, o item mais alto (com o ı´ndice mais baixo) empacotado num n´ıvel,
define a altura dessa n´ıvel. Por este motivo e´ que o modelo se intitula 2LBP-3 restrito.
Antes do modelo ser processado, o conjunto dos itens e´ ordenado por valores de altura na˜o
crescentes.
O modelo 2BP-3 restrito, e´ constitu´ıdo pelas seguintes varia´veis de decisa˜o:
xji ∈ {0, 1}, j = 1...n, i = j...n
xji =
 1 se e so´ se o item i esta´ empacotado na pilha j0 caso contra´rio
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βkj ∈ {0, 1}, k = 1...n, j = k...n
βkj =
 1 se e so´ se a pilha j esta´ empacotada no n´ıvel k0 caso contra´rio
γlk ∈ {0, 1}, l = 1...n, k = 1...n
γlk =
 1 se e so´ se o n´ıvel k esta´ empacotado na placa l0 caso contra´rio
O modelo de programac¸a˜o linear do modelo 2BP a treˆs esta´gios restrito pode ser definido da
seguinte forma:
Min
n∑
l=1
γl,l (10)
sujeito a:
i∑
j=1
xji = 1 ∀i = (1...n) (11)
xji = 0 ∀j = (1...n− 1), ∀i > j − wi 6= wj ∨ hi + hj > H (12)
j∑
k=1
βkj = xjj ∀j = (1...n) (13)
n∑
i=j
hixji ≤
j∑
k=l
hkβkj ∀j = (1...n− 1) (14)
n∑
j=k
wjβkj ≤Wβkk ∀k = (1...n− 1) (15)
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k∑
l=1
γlk = βkk ∀k = (1...n) (16)
n∑
k=l
hkγlk ≤ Hγl,l ∀l = (1...n− 1) (17)
xji ∈ {0, 1} j = (1...n), i = (j...n) (18)
βkj ∈ {0, 1} k = (1...n), j = (k...n) (19)
γlk ∈ {0, 1} l = (1...n), k = (l...n) (20)
Func¸a˜o objectivo (10): A func¸a˜o objectivo minimiza o nu´mero de placas usado na soluc¸a˜o
do modelo. Se γl,l = 1, enta˜o a placa l esta´ a ser usada.
Restric¸a˜o (11): A primeira restric¸a˜o (11) assegura que cada item i e´ empacotado exacta-
mente uma vez.
Restric¸a˜o (12): Esta restric¸a˜o garante que os itens empacotados na mesma pilha teˆm a
mesma largura, e que a altura somada de cada par de itens empacotados numa pilha na˜o
excede a altura total da placa.
Restric¸a˜o (13): A restric¸a˜o representada na expressa˜o (13) assegura que cada pilha j a ser
utilizada e´ empacotada exactamente uma vez no n´ıvel k (Se a pilha j contem o item j, enta˜o
xjj = 1).
Restric¸a˜o (14): A restric¸a˜o (14) assegura que a altura de cada pilha (calculada pela soma
das alturas dos itens empacotados em cada pilha) nunca excede a altura da stripe k associada
(que e´ ideˆntica a` altura do item k, devido a` restric¸a˜o adicional introduzida pelos autores).
Restric¸o˜es (13) e (14): Implicam que nenhum item e´ empacotado numa pilha na˜o utilizada.
Restric¸a˜o (15): Garante que a largura das placas (W) na˜o deve ser excedida por nenhum
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n´ıvel k. Esta restric¸a˜o tambe´m impede o empacotamento de pilhas em n´ıveis que na˜o sa˜o
utilizadas (βkk = 0).
Restric¸a˜o (16): Esta restric¸a˜o assegura que cada n´ıvel k utilizado e´ empacotado em exac-
tamente uma placa.
Restric¸a˜o (17): Assegura que a altura de cada placa (H) na˜o e´ excedida pela altura total
dos n´ıveis empacotados. Esta restric¸a˜o tambe´m garante que na˜o ha´ n´ıveis empacotados em
placas que na˜o sa˜o utilizados (γl,l = 0).
Restric¸o˜es (18), (19), (20): As treˆs u´ltimas restric¸o˜es do modelo definem que as varia´veis
x, β, γ sa˜o bina´rias, e tambe´m definem os seus domı´nios.
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2.4 Me´todos heur´ısticos
Na secc¸a˜o anterior, analisa´mos uma se´rie de modelos exactos para resolver problemas de e
empacotamento a duas dimenso˜es. Teoricamente estes modelos sa˜o capazes de nos fornecer
a soluc¸a˜o o´ptima para qualquer problema. Pore´m, devido ao seu elevado grau de complexi-
dade, na pra´tica torna-se muitas vezes imposs´ıvel obter a soluc¸a˜o o´ptima em tempo u´til de
processamento.
Deste modo, sempre que a utilizac¸a˜o de modelos exactos na˜o for via´vel (isto e´, caso na˜o
se obtenha uma soluc¸a˜o em tempo de execuc¸a˜o u´til), torna-se necessa´rio recorrer a uma
estrate´gia alternativa a fim de se encontrar uma soluc¸a˜o de qualidade satisfato´ria para o
problema. Nestes casos, a utilizac¸a˜o de heur´ısticas revela-se uma boa opc¸a˜o.
Os me´todos heur´ısticos permitem gerar soluc¸o˜es (frequentemente pro´ximas da soluc¸a˜o o´ptima)
de menor qualidade que os me´todos exactos, mas de forma mais ra´pida. Nesta secc¸a˜o iremos
analisar alguns me´todos heur´ısticos adequados para a resoluc¸a˜o de problemas 2BP.
Lodi et al. [8] apresentaram quatro heur´ısticas distintas, cada uma direccionada a tipos
diferentes de problemas de corte e empacotamento a duas dimenso˜es com objectos homoge´neos
(2BP). Os autores criaram uma classificac¸a˜o para distinguir os diferentes tipos de problemas,
combinando as seguintes caracter´ısticas:
• Orientac¸a˜o dos itens:
– O - Itens orientados: Os itens na˜o podem sofrer qualquer tipo de rotac¸a˜o.
– R - Itens na˜o orientados: Os itens podem sofrer uma rotac¸a˜o de 90º.
• Tipo de corte:
– G - Corte guilhotina´vel: Os cortes nos objectos sa˜o realizados de ponta a ponta,
para se obterem os itens.
– F - Corte livre: Os itens podem ser obtidos atrave´s de cortes ortogonais nos objec-
tos, sem que seja necessa´rio que os cortes sejam realizados de ponta a ponta. Isto
e´, admite-se qualquer tipo de padra˜o de corte, desde que as margens dos objectos
na˜o sejam violadas e os itens na˜o se sobreponham.
Os tipos de problemas definidos pela classificac¸a˜o sa˜o:
• Itens orientados + Corte guilhotina´vel: (2BP - O - G)
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• Itens na˜o orientados + Corte guilhotina´vel: (2BP - R - G)
• Itens orientados + Corte livre: (2BP - O - F)
• Itens na˜o orientados + Corte livre: (2BP - R - F)
Considerando os modelos exactos analisados anteriormente, podemos classificar os modelos
2LBP e 2BP-3e como sendo para o problema (2BP - O - G), e o modelo 2LBPr como sendo
para o problema (2BP - R - G).
Iremos analisar as seguintes heur´ısticas apresentadas por Lodi et al. [8], sendo cada uma
orientada a um dos tipos de problemas da classe anterior:
• KPOG para problemas (2BP - O - G).
• KPRG para problemas (2BP - R - G).
• ADOF para problemas (2BP - O - F).
• TPRF para problemas (2BP - R - F).
2.4.1 Heur´ıstica KP - Itens orientados, corte guilhotina´vel
A heur´ıstica KPOG e´ para problemas (2BP - O - G). Trata-se de um algoritmo de corte e
empacotamento a dois esta´gios, sendo que no primeiro esta´gio empacota itens por diferentes
n´ıveis (fase de empacotamento em rolos), e no segundo esta´gio empacota os n´ıveis criados em
placas. O processo de empacotamento dos itens em n´ıveis, e´ determinado pela resoluc¸a˜o de
problemas da mochila (problemas Knapsack, de onde deriva o nome da heur´ıstica KPOG).
Um problema da mochila pode ser definido da seguinte forma:
KP01
No Problema da Mochila 0-1 (KP01) sa˜o dados:
• um conjunto de itens, cada um com um lucro pj e um peso cj , (j = 1...n);
• uma capacidade q.
Garantindo que o peso total dos itens seleccionados na˜o excede a capacidade q, o
objectivo do problema da mochila e´ seleccionar um subconjunto de itens, maximizando
o lucro total dos itens seleccionados. .
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Em cada iterac¸a˜o da primeira fase do algoritmo (fase de empacotamento em rolos),
• e´ inicializado um novo n´ıvel com o item mais alto por empacotar j∗ ;
• O processo de empacotamento por n´ıveis e´ terminado atrave´s da resoluc¸a˜o de uma
instaˆncia do problema KP01 descrito acima, sendo que para cada item j por empacotar,
temos que:
– lucro pj = wjhj
– peso cj = wj
– capacidade q = W − w∗j
O algoritmo KPOG pode ser definido em pseudo-co´digo da seguinte forma:
KPOG
1. Os itens sa˜o ordenados por ordem na˜o crescente de altura.
(Fase 1:)
2. repetir
(a) E´ criado um novo n´ıvel no rolo, empacotando-se o primeiro item por
seleccionar.
(b) Resolve-se a instaˆncia KP01 (Problema da Mochila 0-1) associada ao
n´ıvel criado.
(c) Os itens seleccionados em KP01 sa˜o empacotados.
enquanto (na˜o estiverem empacotados todos os itens)
3. Sejam }1, ..., }S os valores das alturas dos n´ıveis resultantes
(Fase 2:)
4. E´ determinada uma soluc¸a˜o de 2BP atrave´s da resoluc¸a˜o de uma instaˆncia de
empacotamento a uma dimensa˜o (1BP - One-dimensional Bin Packing pro-
blem), em que os itens correspondem aos S n´ıveis tendo associados as alturas
}1, ..., }S , e capacidade H.
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2.4.2 Heur´ıstica KP - Itens na˜o orientados, corte guilhotina´vel
Lodi et al. [8] apresentaram a heur´ıstica KPRG de corte guilhotina´vel, semelhante a` heur´ıstica
KPOG, com a diferenc¸a de possibilitar uma rotac¸a˜o de 90º nos itens. A` semelhanc¸a da
estrutura da heur´ıstica KPOG, a heur´ıstica KPRG e´ constitu´ıda por duas fases distintas.
• Na primeira fase, os itens sa˜o empacotados por n´ıveis em rolos atrave´s do problema da
mochila 0-1, que e´ apresentado na secc¸a˜o anterior.
• Na segunda fase, os rolo empacotado na primeira fase e´ particionado em diferentes
placas.
Na heur´ıstica KPRG, os itens sa˜o inicialmente ordenados por ordem na˜o crescente da dimensa˜o
mais curta (altura ou largura) sendo depois orientados horizontalmente, ou seja, com o lado
maior na horizontal. A orientac¸a˜o horizontal e´ sempre usada na inicializac¸a˜o de n´ıveis de
empacotamento permitindo melhores resultados na primeira fase de empacotamento.
Para cada n´ıvel (com altura h∗), a instaˆncia do problema da mochila 0-1 inclui todos os itens
por empacotar. Os itens sa˜o preferencialmente orientados na vertical, caso as suas dimenso˜es
verticais na˜o ultrapassem h∗, ou na horizontal caso contra´rio.
Assim que e´ encontrada uma soluc¸a˜o com um nu´mero finito de placas atrave´s da heur´ıstica
KPOG, repete-se o seu processamento para calcular uma soluc¸a˜o alternativa atrave´s de uma
nova instaˆncia. Na nova instaˆncia e´ criado um pseudo-item para cada n´ıvel gerado na primeira
soluc¸a˜o com as seguintes dimenso˜es:
1. altura do n´ıvel;
2. espac¸o horizontal utilizado no n´ıvel.
Os pseudo-itens cuja arestas mais longas na˜o excedem a altura da placa (H) orientam-se
verticalmente e e´ executada a heur´ıstica KPOG para a nova instaˆncia. No final da execuc¸a˜o
e´ seleccionada a soluc¸a˜o que apresenta melhor qualidade.
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A heur´ıstica KPRG pode ser definida da seguinte forma:
KPRG
1. Os itens sa˜o ordenados por ordem na˜o crescente de valores min{wj , hj}, e
horizontalmente orientados.
2. Executa-se a heur´ıstica KPOG.
3. Seja z1 a soluc¸a˜o obtida pela instaˆncia KPOG.
4. Definem-se s pseudo-itens com dimenso˜es $i, }i (i = 1, ..., s), sendo s o nu´mero
de n´ıveis de empacotamento de z1.
5. Os pseudo-itens sa˜o orientados verticalmente i tal que max{$i, }i} ≤ H.
6. Executa-se o algoritmo KPOG para a respectiva instaˆncia (2BP — O — G)
construida com base nos pseudo-itens, considerando-se a soluc¸a˜o resultante z2.
7. Definir como soluc¸a˜o final do problema KPRG como z = min{z1, z2}.
2.4.3 Heur´ıstica das Direcc¸o˜es Alternadas - Itens orientados, corte livre
Para problemas 2BP onde os itens na˜o sofrem rotac¸a˜o e as restric¸o˜es de corte guilhotina´vel
na˜o se aplicam (na˜o sendo realizado o empacotamento dos itens por n´ıveis), Lodi et al. [8]
introduziram uma heur´ıstica chamada Direcc¸o˜es Alternadas (Alternate Directions).
A heur´ıstica ADOF que explora a viabilidade de padro˜es de itens na˜o guilhotina´veis (Corte
livre, ou Free Cutting), empacotando os itens em placas sequencialmente, da esquerda para
a direita e da direita para a esquerda de forma alternada, na posic¸a˜o mais baixa poss´ıvel.
O algoritmo comec¸a por ordenar os itens por valores de altura na˜o crescentes, e calcula um
valor para o limite inferior L para a soluc¸a˜o o´ptima.
Podemos considerar o valor cont´ınuo L0 como limite inferior, calculado a partir da expressa˜o:
L0 =
n∑
j=1
wjhj
WH
Apo´s o ca´lculo de L0, sa˜o inicializadas L0 placas e um subconjunto de itens e´ empacotado
na base destes, seguindo a estrate´gia best-fit decreasing. Os itens restantes sa˜o empacotados
em diferentes bandas, de acordo com a direcc¸a˜o considerada no momento (isto e´, ou esquerda
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para a direita, ou direita para a esquerda) em relac¸a˜o a` placa. Se a direcc¸a˜o for esquerda
para a direita (ou respectivamente direita para a esquerda):
1. O primeiro item da banda e´ empacotado com o lado esquerdo (resp. direito) junto a`
extremidade esquerda (resp. direita) da placa, na posic¸a˜o mais abaixo poss´ıvel;
2. Cada item subsequente e´ empacotado com o lado esquerdo (resp. direito) junto ao
lado direito (resp. esquerdo) do item anterior na banda, na posic¸a˜o mais abaixo
poss´ıvel.
E´ de salientar o facto de os itens empacotados (da esquerda para a direita) na fase de
inicializac¸a˜o constituirem a primeira banda de cada placa. Depois deste passo, a direcc¸a˜o
considerada passa a ser da direita para a esquerda.
Na parte iterativa do algoritmo, para cada placa, sa˜o pesquisados todos os itens na˜o empaco-
tados, havendo a possibilidade de empacotar todos os itens na direcc¸a˜o considerada.
Sempre que se esgota o conjunto de itens por empacotar, de tamanho compat´ıvel com o espac¸o
dispon´ıvel numa determinada banda, a direcc¸a˜o de empacotamento e´ alterada.
Quando na˜o e´ poss´ıvel empacotar qualquer item, quer na direcc¸a˜o esquerda-direita quer
na direcc¸a˜o direita-esquerda, o algoritmo avanc¸a para a placa seguinte (caso exista), ou
inicializa uma nova placa.
Uma vantagem associada a` estrate´gia de alternac¸a˜o da direcc¸a˜o de empacotamento dos itens,
e´ o maior aproveitamento do espac¸o residual gerado na direcc¸a˜o usada numa iterac¸a˜o ante-
rior. Considerando a iterac¸a˜o inicial da heur´ıstica, uma vez que os itens sa˜o ordenados por
ordem na˜o crescente antes da fase de empacotamento, e´ comum que o desperd´ıcio seja gerado
diagonalmente. Ou seja, ha´ mais a´rea preenchida verticalmente a` direita do que a` esquerda.
Na iterac¸a˜o seguinte, o item por empacotar mais alto e´ alocado a` direita, aproveitando a zona
inferior da placa com maior a´rea livre.
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O algoritmo das Direcc¸o˜es Alternadas pode ser definido da seguinte forma:
ADOF
1. Os itens sa˜o ordenados por valores de hj na˜o crescentes.
(Fase 1)
2. E´ calculado um limite inferior para a soluc¸a˜o do problema L, e inicializam-se
L placas.
3. para (j := 1) ate´ (n)
executar
(a) se (item j pode ser empacotado na base de uma placa existente)
enta˜o empacota-se j, alinhado a` esquerda, na base da placa em que o
espac¸o horizontal residual e´ mı´nimo.
(Fase 2)
4. Registar i:=0 (i e´ o ı´ndice da placa a ser utilizada. Quando i e´ incrementado,
e´ inicalizada uma nova placa).
5. repetir
(a) i := i+ 1.
(b) direita-esquerda = true.
(c) n falhas := 0.
(d) repetir
i. Seja j o primeiro item por empacotar que pode ser empacotado na
placa i, de acordo com o valor actual da flag direita-esquerda.
ii. se (j == Nil)
enta˜o
A. n falhas := n falhas+ 1
B. direita-esquerda := not direita-esquerda
caso contra´rio
A. j empacotado na placa i de acordo com direita-esquerda.
B. n falhas := 0.
ate´ n falhas == 2.
ate´ todos os itens estarem empacotados.
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2.4.4 Heur´ıstica do Per´ımetro em Contacto - Itens na˜o orientados, corte livre
A u´ltima heur´ıstica apresentada por Lodi et al. [8], e´ relativa a problemas de corte livre
com itens na˜o orientados, isto e´, itens que podem sofrer uma rotac¸a˜o de 90º (Problemas do
tipo (2BP - R - F)). A heur´ıstica tem o nome original de Touching Perimeter, que pode ser
traduzido como Per´ımetro em Contacto, a que nos referiremos como TPRF .
O algoritmo comec¸a por ordenar os itens por valores de a´rea na˜o crescente (os empates en-
tre itens com a´rea similar sa˜o resolvidos, ordenando os itens por valores na˜o crescentes de
min {wj , hj}, orientando-os depois horizontalmente).
E´ calculado um limite inferior L para a soluc¸a˜o do problema, e sa˜o inicializadas L placas. Este
limite inferior pode ser calculado da mesma forma que na heur´ıstica das Direcc¸o˜es Alternadas:
L0 =
n∑
j=1
wjhj
WH
(L = L0)
O algoritmo empacota um item de cada vez, ou numa placa existente, ou numa nova placa
inicializada. O primeiro item a ser empacotado numa placa e´ sempre colocado no canto infe-
rior esquerdo.
Cada item subsequente e´ empacotado na posic¸a˜o normal, ou seja:
• com a aresta inferior em contacto com a base da placa ou com a aresta superior de outro
item;
• e com a sua aresta esquerda em contacto ou com a extremidade esquerda da placa, ou
com a aresta direita de outro item.
A escolha da placa e da posic¸a˜o de empacotamento e´ realizada atrave´s do ca´lculo de uma pon-
tuac¸a˜o. A pontuac¸a˜o de um determinado item corresponde a` percentagem do seu per´ımetro
em contacto com as extremidades da placa ou com as arestas de outros itens empacotados.
O algoritmo favorece a escolha de padro˜es onde os itens empacotados na˜o deixam pequenas
a´reas residuais que dificultem os futuros empacotamentos.
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Para cada posic¸a˜o de empacotamento candidata, a pontuac¸a˜o de um item e´ calculada duas
vezes, para as duas orientac¸o˜es poss´ıveis do item (isto e´, vertical ou horizontal) caso as duas
sejam via´veis, e e´ seleccionado o valor da pontuac¸a˜o mais alta. Os casos de empate de
pontuac¸o˜es sa˜o resolvidos atrave´s da escolha da placa com a´rea empacotada ma´xima. Para
alternativas equivalentes no posicionamento de itens, e´ dada prioridade ao posicionamento
inferior e a` esquerda.
A heur´ıstica do Per´ımetro em Contacto pode ser definida em pseudo-co´digo da seguinte forma:
TPRF
1. Os itens sa˜o ordenados por valores na˜o crescentes de wjhj , e sa˜o depois orien-
tados horizontalmente, ou seja, o valor da largura de cada item corresponde a`
dimensa˜o da aresta maior.
(Fase 1)
2. E´ calculado um limite inferior L para a soluc¸a˜o do problema e sa˜o inicializadas
L placas.
(Fase 2)
3. para (j := 1) ate´ (n)
in´ıcio
(a) pontos := 0;
(b) Para cada (Posic¸a˜o normal de empacotamento numa placa inicializada)
in´ıcio
i. Seja pontos1 e pontos2 as pontuac¸o˜es associadas a`s duas orientac¸o˜es
poss´ıveis (horizontal ou vertical);
ii. pontos := max{pontos, pontos1, pontos2}
fim
(c) se (pontos > 0)
enta˜o (empacotar item j na placa, com a posic¸a˜o e orientac¸a˜o corres-
pondentes a pontos).
caso contra´rio inicializar nova placa, e empacotar horizontalmente o
item j.
fim
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Consideramos a instaˆncia da Tabela 1 para construir um exemplo de aplicac¸a˜o da heur´ıstica
Touching Perimeter. Definimos os objectos com as dimenso˜es de largura W = 10 e altura
H = 8. Os itens sa˜o ordenados por valores na˜o crescentes de wihi, e depois orientados
horizontalmente. O valor calculado para L0 e´ d1.2375e = 2, sendo por isso inicializadas 2
placas antes do empacotamento dos itens.
Os valores apresentados na Tabela 6 exemplificam a execuc¸a˜o do algoritmo, e apresentam as
pontuac¸o˜es calculadas sucessivamente durante o empacotamento. Para cada item, a pontuac¸a˜o
mais alta determina em que placa e´ empacotado e com que direcc¸a˜o, sendo seleccionada a
maior das seguintes pontuac¸o˜es:
• Pontuac¸a˜o para a placa 1, com orientac¸a˜o horizontal.
• Pontuac¸a˜o para a placa 1, com orientac¸a˜o vertical.
• Pontuac¸a˜o para a placa 2, com orientac¸a˜o horizontal.
• Pontuac¸a˜o para a placa 2, com orientac¸a˜o vertical.
Se a pontuac¸a˜o for X, enta˜o o item na˜o pode ser empacotado com a orientac¸a˜o e na placa
considerados nessa iterac¸a˜o do algoritmo. Isto e´, se o item i tiver pontuac¸a˜o X para orientac¸a˜o
horizontal na placa q, enta˜o o item i na˜o pode ser empacotado horizontalmente na placa q.
Os itens sa˜o ordenados por valores na˜o crescentes de wihi, sendo gerada a seguinte sequeˆncia
de itens:
A,D,B,C, F,G,H,E
O processamento da heur´ıstica do Per´ımetro em Contacto com base na sequeˆncia anterior e´
realizado da seguinte forma:
1. O item A, por ser o primeiro item a ser empacotado, tem igual pontuac¸a˜o nas duas
dimenso˜es, e nas duas placas dispon´ıveis. E´ considerada a pontuac¸a˜o calculada em
primeiro lugar: orientac¸a˜o horizontal na placa 1, na posic¸a˜o (0,0).
2. O item D tem maior per´ımetro em contacto, se for empacotado na placa 2 vertical-
mente na posic¸a˜o (0,0), ficando com treˆs arestas em adereˆncia com os limites da a´rea
empacotada.
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3. Sendo o item B um quadrado, e´ necessa´rio apenas apurar em que placa e posic¸a˜o e´
empacotado, uma vez que a sua orientac¸a˜o e´ equivalente. A percentagem de per´ımetro
em contacto e´ de 75% na placa 1 e 50% na placa 2, ficando o item alocado na placa 1.
Ha´ neste caso, dois posicionamentos poss´ıveis a gerarem a mesma pontuac¸a˜o: A posic¸a˜o
(0,4) e a posic¸a˜o (6,0). Uma vez que o posicionamento inferior tem primazia sobre o
posicionamento a` esquerda, e´ escolhida a posic¸a˜o (6,0).
4. Das quatro alternativas de empacotamento para o item C, treˆs geram um per´ımetro em
contacto de 50% com duas arestas encostadas. Apenas o posicionamento na placa 1
com orientac¸a˜o vertical, garante o contacto de treˆs arestas do item, na posic¸a˜o (0,4) em
cima do item A.
5. No empacotamento do item F, o posicionamento vertical na placa 1 e´ imposs´ıvel, por
serem ultrapassados os limites de empacotamento. As restantes opc¸o˜es sa˜o equivalentes,
com uma percentagem do per´ımetro do item em contacto de 50%. Uma vez mais e´
seleccionada a primeira alternativa calculada, que e´ o empacotamento na placa 1 com
orientac¸a˜o horizontal na posic¸a˜o (3,4).
6. O item G, tal como o item B, e´ um quadrado. A placa em que o empacotamento do
item gera maior pontuac¸a˜o e´ a placa 1 na posic¸a˜o (3,6), com treˆs arestas encostadas ao
tecto do item por cima, ao item C a` esquerda e ao item F em baixo.
7. O empacotamento do item H tem caracter´ısticas similares ao do item C: treˆs alternativas
de empacotamento iguais de 50%, e uma superior de 80%, com orientac¸a˜o vertical na
placa 1 na posic¸a˜o (9,4).
8. O u´ltimo item a ser empacotado e´ o item E. Na placa 1, a orientac¸a˜o vertical na˜o e´
poss´ıvel, pelo que a pontuac¸a˜o associada a esta alternativa e´ X. As restantes alternativas
de empacotamento teˆm pontuac¸a˜o equivalente, garantindo duas arestas em contacto
total. E´ escolhida a primeira alternativa calculada, ou seja, na placa 1 com orientac¸a˜o
horizontal, na posic¸a˜o (5,6).
Na Figura 6 e´ poss´ıvel observar um esquema representativo do resultado de execuc¸a˜o da
instaˆncia da Tabela 1 pela heur´ıstica TP.
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Tabela 6: Ca´lculo dos scores para a instaˆncia da Tabela 1 na heur´ıstica TP, com placas de
tamanho H = 8 e W = 10.
Ind´ıce i codi wi hi wihi Per´ımetro pontos
placa1
horiz pontos
placa1
vert pontos
placa2
horiz pontos
placa2
vert
1 A 6 4 24 20 50% 50% 50% 50%
4 D 8 3 24 22 41% 45% 50% 64%
2 B 4 4 16 16 75% 75% 50% 50%
3 C 4 3 12 14 50% 71% 50% 50%
6 F 6 2 12 16 50% X 50% 50%
7 G 2 2 4 8 75% 75% 50% 50%
8 H 4 1 4 10 50% 80% 50% 50%
5 E 3 1 3 8 50% X 50% 50%
Figura 6: Esquema do resultado de execuc¸a˜o da instaˆncia da Tabela 1 pela heur´ıstica TP.
2.4.5 Heur´ıstica HBP - Itens orientados/na˜o orientados, corte livre
Nesta secc¸a˜o analisamos a heur´ıstica HBP, apresentada por Boschetti e Mingozzi [1] , para
resolver problemas 2BP com corte livre, em que os itens podem ou na˜o sofrer uma rotac¸a˜o de
90º (Problemas do tipo (2BP - O - F) e (2BP - R - F), segundo a tipologia de Lodi et al [8]).
O problema 2BP considerado aqui pode ser formulado da seguinte forma.
Dado um problema de empacotamento em placas de iguais dimenso˜es, assumimos que cada
item j ∈ J tem um paraˆmetro ρj associado, tal que:
ρj =
 1 se e so´ se o item j tiver uma rotac¸a˜o de 90º0 caso contra´rio
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E´ considerada a a´rea de cada item j (j ∈ J) aj = wj × hj .
Cada placa e´ localizada no quadrante positivo do sistema de coordenadas com a sua origem
(isto e´, o canto inferior esquerdo) localizada na posic¸a˜o (1,1), e com a suas arestas inferior e
esquerda paralelas aos eixos dos xx e dos yy, respectivamente.
Esta heur´ıstica ordena os itens por um determinado crite´rio, e tenta alocar os itens consi-
derando uma placa de cada vez. Quando mais nenhum item consegue ser alocado na placa
actual, fecha-se a placa e abre-se uma nova. O processo termina quando todos os itens ficam
empacotados. Este procedimento e´ enta˜o repetido trocando-se a ordem dos itens. O algoritmo
pa´ra quando o nu´mero de placas usado iguala um limite mı´nimo para a soluc¸a˜o do problema,
ou quando um nu´mero de iterac¸o˜es ma´ximo e´ alcanc¸ado.
A soluc¸a˜o para o problema e´ representada especificando para cada item j ∈ J
• a placa com index pij onde j se localiza;
• as coordenadas (pj , qj) do seu canto inferior esquerdo (origem do item);
• o paraˆmetro de rotac¸a˜o ρj .
A heur´ıstica HBP tem como parte principal o algoritmo HSolve, que pode ser definido da
seguinte forma:
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Algoritmo HSolve
Seja n a cardinalidade de elementos do conjunto de itens J .
• 1 - Inicializac¸a˜o
1. Inicializa-se o paraˆmetro de prec¸o νj para cada item j ∈ J , sendo J o conjunto de
itens.
2. Inicializa-se a melhor soluc¸a˜o alocando cada item j ∈ J numa placa diferente, tal que
pij = j, na posic¸a˜o (pj , qj) = (1, 1), com rotac¸a˜o rj = 0.
3. Define-se z∗ = n e iter = 1. (iter significa a iterac¸a˜o actual)
• 2 - Optimizac¸a˜o da soluc¸a˜o actual
1. Define-se um novo conjunto de itens J
′
= J .
2. Seja i = 1 o ı´ndice da placa vazia a ser utilizada.
3. Define-se pi
′
j = n, ∀j ∈ J . Ou seja, para cada item, e´ atribu´ıda uma placa com o ı´ndice
n.
4. Os itens do conjunto J
′
sa˜o ordenados por ordem na˜o crescente do paraˆmetro de prec¸o
ν (Para J
′
= (j1, j2, ..., jn) temos νj1 ≥ νj2 ≥ ... ≥ νjn).
• 3 - Preenchimento da placa i
1. Pesquisar para cada item j ∈ J ′ a melhor posic¸a˜o (p′j , q
′
j) e a melhor orientac¸a˜o r
′
j
para empacotar j na placa actual i. Se existir uma posic¸a˜o admiss´ıvel, enta˜o o item
j e´ adicionado a` soluc¸a˜o, definindo pi
′
j = i e J
′
= J
′\{j}. O me´todo para calcular a
melhor posic¸a˜o e orientac¸a˜o na alocac¸a˜o de itens e´ explicada mais adiante nas Regras
de alocac¸a˜o de itens e Regras do paraˆmetro de prec¸o.
2. O passo 3 termina quando mais nenum item de J
′
pode ser empacotado na placa i.
• 4 - Verificar se todos os itens foram alocados
1. Seja z = i o custo da soluc¸a˜o resultante. Ou seja, z representa o nu´mero de placas
usadas na soluc¸a˜o.
2. Se J
′
= ∅, enta˜o avanc¸a-se para o passo 5.
3. Se J
′ 6= ∅ e i < z∗ − 1, enta˜o e´ aberto uma nova placa, definindo i = i+ 1 e retorna-se
ao passo 3, ou caso contra´rio avanc¸a-se para o passo 7.
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(Continuac¸a˜o)
• 5 - Actualizar a melhor soluc¸a˜o
1. Caso z tenha melhor qualidade do que z∗, actualiza-se o valor de z∗ = z, pij = pi
′
j ,
(pj , qj) = (p
′
j , q
′
j) e rj = r
′
j , ∀j ∈ J .
• 6 - Verificar valor o´ptimo
1. Se z∗ for igual a um limite inferior conhecido, enta˜o parar execuc¸a˜o de HSolve.
• 7 - Actualizar paraˆmetro de prec¸o dos itens
1. Se iter atingir um nu´mero ma´ximo de iterac¸o˜es previamente estipulado, enta˜o parar
execuc¸a˜o de HSolve. Caso contra´rio, para cada item j ∈ J , actualizar o prec¸o νj de
acordo com a soluc¸a˜o actual, incrementar iter, e recuar ao passo 2.
O me´todo HBP pode ser executado repetidas vezes, modificando as regras de prec¸o usa-
das nos passos 1 e 7, e modificando o me´todo de alocac¸a˜o de itens usado no passo 3.
Uma versa˜o melhorada do me´todo HBP podera´ ser alcanc¸ado atrave´s da execuc¸a˜o do algo-
ritmo HSolve conjugando todas as combinac¸o˜es poss´ıveis dos diferentes me´todos de alocac¸a˜o
e das regras de prec¸o.
O algoritmo HBP apresentado por Boschetti e Mingozzi [1] e´ definido da seguinte forma:
Algoritmo HBP
1. Definir UBM =∞., ou seja, a soluc¸a˜o inicial e´ o pior caso poss´ıvel, que corres-
ponde a atribuir uma placa a cada item existente, correspondendo ao ma´ximo
nu´mero de placas poss´ıvel.
2. Para cada me´todo de alocac¸a˜o de itens AC1 e AC2, e para cada regra de
prec¸o PU1 e PU2, executar passo 3. Os me´todos AC1 e AC2, bem como as
regras PU1 e PU2 sa˜o explicadas mais adiante, respectivamente nas Regras
de alocac¸a˜o de itens e Regras do paraˆmetro de prec¸o.
3. Executar algoritmo HSolve usando as regras seleccionadas e actualizar limite
ma´ximo a` soluc¸a˜o final UBM = min {z∗, UBM}
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Regras de alocac¸a˜o de itens O crite´rio geral usado no algoritmo HSolve para alocar um
item j numa placa, consiste em encontrar a posic¸a˜o onde j na˜o se sobreponha aos itens ja´
alocados, de forma a que na˜o seja poss´ıvel moveˆ-lo para a esquerda e/ou para baixo, ja´ que a
arestas esquerda e inferior de j sa˜o adjacentes a`s arestas dos itens empacotados ou da placa.
Cada posic¸a˜o admiss´ıvel para o item j e´ representada pelo triplo (p, q, r), onde r representa a
rotac¸a˜o do item, e o par (p, q) representa as coordenadas da origem do item.
Seja F (j, Bi) o conjunto de todos os triplos admiss´ıveis (que satisfazem o crite´rio descrito
acima), para alocar o item j na placa i, onde Bi = {j ∈ J : pi′j = i} e´ o subconjunto de itens
ja´ alocados na placa.
Se |F (j, Bi)| = 1, enta˜o o item j e´ alocado na posic¸a˜o (p, q, r) ∈ F (j, Bi), considerando p′j = p,
q
′
j = q e r
′
j = r. Se |F (j, Bi)| > 1, enta˜o a melhor posic¸a˜o e´ escolhida pelo crite´rio de empa-
cotamento, em que o layout da placa mais compat´ıvel para o item j e´ obtido empacotando o
item j na posic¸a˜o com menos a´rea por ocupar a` esquerda e em baixo.
Seja f∗ = min {f(p, q, r) : (p, q, r) ∈ F (j, Bi)} e F ′(j, Bi) = {(p, q, r) ∈ F (j, Bi) : f(p, q, r) =
f∗}. O algoritmo HBP usa as duas seguintes regras AC1 e AC2, para alocar o item j no
passo 3 do algoritmo HSolve:
AC1 Empacotar j na posic¸a˜o (p
′
j , q
′
j , r
′
j) definindo sequencialmente p
′
j , q
′
j e r
′
j da seguinte
forma: p
′
j = min{p : (p, q, r) ∈ F
′
(j, Bi)}, q′j = min{q : (p
′
j , q, r) ∈ F
′
(j, Bi)} e r′j = min{r :
(p
′
j , q
′
j , r) ∈ F
′
(j, Bi)}.
AC2 Empacotar j na posic¸a˜o (p
′
j , q
′
j , r
′
j) definindo sequencialmente q
′
j , p
′
j , e r
′
j da seguinte
forma: q
′
j = min{q : (p, q, r) ∈ F
′
(j, Bi)}, p′j = min{p : (p, q
′
j , r) ∈ F
′
(j, Bi)} e r′j = min{r :
(p
′
j , q
′
j , r) ∈ F
′
(j, Bi)}.
Regras do paraˆmetro de prec¸o A cada iterac¸a˜o do algoritmo HBP, sa˜o usadas diferentes
func¸o˜es de ca´lculo do paraˆmetro de prec¸o νj , j ∈ J . O objectivo consiste em atribuir prec¸os
altos a itens com maiores dificuldades no processo de empacotamento. Sa˜o consideradas
quatro diferentes regras para definir um prec¸o inicial νj :
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• IP1: A a´rea, νj = aj ;
• IP2: A largura, νj = wj ;
• IP3: A altura, νj = hj ;
• IP4: O per´ımetro, νj = 2wj + 2hj .
No final de cada iterac¸a˜o do algoritmo HSolve, e´ actualizado o prec¸o νj , j ∈ J , com base
na u´ltima soluc¸a˜o com custo z. Para cada item j localizado na placa pi
′
j >
1
2z, o prec¸o e´
aumentado, enquanto que para cada item j localizado na placa pi
′
j ≤ 12z, o prec¸o e´ diminuido.
Os prec¸os sa˜o actualizados da seguinte forma: νj = ανj , se pi
′
j ≤ 12z e νj = βνj , se pi
′
j >
1
2z,
onde α < 1 e β > 1. Os valores de α e β podem ser definidos de forma esta´tica (PU1) ou
aleato´ria (PU2).
2.4.6 Heur´ıstica Cha˜o-tecto
A heur´ıstica Cha˜o-tecto (Floor-Ceiling - FCRG) foi apresentada por Lodi et al. [8], e e´
direccionada a problemas (2BP - R - G). Os itens podem sofrer uma rotac¸a˜o de 90º, e o
corte e´ guilhotina´vel a duas fases. O algoritmo organiza os itens inicialmente por ordem na˜o
crescente da sua dimensa˜o mais curta, e orienta-os horizontalmente.
Os algoritmos de empacotamento por n´ıveis descritos ate´ agora empacotam os itens suces-
sivamente por n´ıveis, alinhando-os a` esquerda, com a sua base em contacto com a base do
n´ıvel. A particularidade do algoritmo Cha˜o-tecto esta´ em empacotar adicionalmente os itens
alinhando-os a` direita, com a aresta superior em contacto com o a linha superior do n´ıvel.
Sempre que um item e´ empacotado,
1. E´ equacionado o empacotamento com rotac¸a˜o;
2. As restric¸o˜es de corte guilhotina´vel sa˜o verificadas, sendo que a posic¸a˜o de empacota-
mento do item podera´ ser alterada em caso de violac¸a˜o.
Na segunda fase, os n´ıveis resultantes da primeira fase sa˜o empacotados em diferentes placas,
atrave´s da resoluc¸a˜o de um problema 1BP.
O algoritmo FCRG pode sofrer diversas alterac¸o˜es para ser adaptado a outros tipos de pro-
blemas de corte e empacotamento:
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• FCRF : Para modificar a caracter´ıstica de corte guilhotina´vel para corte livre, e´ ne-
cessa´rio saltar o passo 1 do algoritmo.
• FCOG: Para retirar a caracter´ıstica de rotac¸a˜o dos itens, e´ necessa´rio ordenar inicial-
mente os itens por ordem na˜o crescente de altura, e saltar o passo 1 do algoritmo.
• FCOR: Para tirar a rotac¸a˜o e implementar o corte livre, e´ necessa´rio ordenar os itens
inicialmente por ordem na˜o crescente de altura, e saltar os passos 1 e 2 do algoritmo.
61
62
3 Descric¸a˜o do problema
3.1 O caso de estudo MPinto
O desenvolvimento do algoritmo descrito nesta dissertac¸a˜o foi promovido em primeira instaˆncia
por uma empresa de aplicac¸a˜o de revestimentos de superf´ıcies da zona de Braga, a MPinto,
com o objectivo de optimizar o seu processo de planeamento de corte de mate´ria-prima.
A instalac¸a˜o de revestimentos de cha˜o e paredes preconizada pela MPinto e´ um processo
industrial de corte a duas dimenso˜es. A mate´ria-prima utilizada, na sua maioria lino´leo e
vin´ıleo, e´ providenciada por diversos fornecedores e comprada em rolos de diferentes tama-
nhos consoante o modelo e a marca do material.
O processo de preparac¸a˜o de obra e´ realizado nas instalac¸o˜es da empresa por uma equipa de
colaboradores na˜o inferior a dois elementos. A preparac¸a˜o da obra consiste num trabalho de
estereotomia, cieˆncia que estuda o corte regular de materiais de indu´stria e de construc¸a˜o.
Caso os projectos de arquitectura estejam dispon´ıveis em ficheiros CAD, a equipa de pre-
parac¸a˜o de obra utiliza ferramentas de ca´lculo de a´reas geome´tricas disponibilizadas no soft-
ware CAD utilizado na empresa para determinar as secc¸o˜es de corte a implementar no local
de obra. Na auseˆncia de ficheiros de software CAD com as plantas do projecto, as secc¸o˜es de
corte sa˜o determinadas manualmente, quer a partir dos projectos de arquitectura em papel,
quer atrave´s de um levantamento das dimenso˜es das a´reas de corte pretendidas.
O me´todo de trabalho levado a cabo pela equipa de planeamento na definic¸a˜o das a´reas de
corte e´ pouco eficiente, moroso e envolve um grau elevado de intuic¸a˜o por parte da equipa
de planeamento, contrapondo-se a uma metodologia sistema´tica que garanta a objectividade
e coereˆncia a` replicac¸a˜o dos resultados do planeamento. Consequentemente, a planificac¸a˜o
de obra varia inevitavelmente de colaborador para colaborador e na˜o e´ garantida qualquer
constaˆncia dos n´ıveis de eficieˆncia do processo produtivo, quer do ponto de vista do consumo
de mate´ria-prima, quer do ponto de vista da produtividade dos pro´prios colaboradores.
Acresce a este facto o problema de ocasionalmente se gerarem pontos de discordaˆncia entre
a MPinto e o arquitecto da obra ou outro agente decisor, pelo desfasamento observado entre
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a visa˜o que este ambiciona para o resultado final e o plano resultante da preparac¸a˜o que a
equipa da MPinto produz. Os motivos da discordaˆncia baseiam-se quase sempre em crite´rios
de prefereˆncia este´tica subjectivos. O presente trabalho na˜o tem como objectivo solucionar
esta questa˜o, e portanto assumiremos que o plano resultante da preparac¸a˜o e´ aceite como tal
pelos agentes de decisa˜o envolvidos no projecto.
No final do processo de preparac¸a˜o, apo´s a validac¸a˜o dos resultados, e´ entregue o plano
a` equipa da MPinto que procede a` aplicac¸a˜o do material no local de obra. O plano de
preparac¸a˜o e´ constru´ıdo numa folha de ca´lculo em formato digital ‘.xls’, constitu´ıdo por duas
secc¸o˜es distintas:
1. Entrada
2. Sa´ıda
Podemos observar um esquema representativo da estrutura do documento de preparac¸a˜o de
obra da MPinto na Figura 7.
Figura 7: Estrutura do documento de preparac¸a˜o da MPinto.
A entrada e´, como foi referido anteriormente na descric¸a˜o de problemas de corte a duas di-
menso˜es, o conjunto de itens que correspondem a`s secc¸o˜es geome´tricas a serem cortadas. A
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sa´ıda e´ respectivamente o conjunto de placas que correspondem aos rolos de mate´ria-prima.
Apo´s a determinac¸a˜o das secc¸o˜es de corte no ficheiro CAD (ou manualmente atrave´s do planta
em papel ou dos dados levantados, conforme o caso), estas sa˜o transferidas para a primeira
secc¸a˜o do documento, e sa˜o representadas atrave´s dos seguintes atributos:
• Piso – Co´digo nume´rico identificador do piso no projecto de arquitectura onde a secc¸a˜o
de corte sera´ instalada.
• Co´digo – Co´digo alfanume´rico identificador da secc¸a˜o de corte.
• Altura – Altura da secc¸a˜o de corte representada no formato: metros, cent´ımetros.
• Largura – Largura da secc¸a˜o de corte representada no formato: metros, cent´ımetros.
Finalizada a identificac¸a˜o do conjunto de itens bem como o comprimento dos rolos de mate´ria-
prima (placas), da´-se in´ıcio ao processo de alocac¸a˜o de itens a placas, que constitui o problema
de corte a duas dimenso˜es estudado no presente trabalho. Na Figura 8 e´ poss´ıvel observar
um esquema que representa o processo de alocac¸a˜o de itens a placas com base na informac¸a˜o
recolhida no documento de preparac¸a˜o.
Figura 8: Processo de alocac¸a˜o de itens da MPinto.
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A MPinto providenciou desde logo na fase inicial do projecto de investigac¸a˜o, algumas instaˆncias
reais do seu processo de planeamento de obra. As soluc¸o˜es produzidas pela equipa de pre-
parac¸a˜o apresentaram resultados de corte a duas dimenso˜es em alguns casos de corte livre, e
em outros casos guilhotina´vel ate´ treˆs fases, com rotac¸a˜o de itens.
Para chegar a`s soluc¸o˜es analisadas, como ja´ foi referido anteriormente, na˜o e´ utilizada uma
metodologia sistema´tica para o processo de alocac¸a˜o de itens em objectos, embora se tenham
identificado alguns pressupostos de planeamento, assumidos como dado adquirido pela equipa.
Estes pressupostos sa˜o linhas orientadoras no processo de planeamento manual que na˜o sa˜o
seguidos de forma sistematizada durante o planeamento, concedendo espac¸o a` arbitrariedade
e intuic¸a˜o do colaborador:
• Sa˜o alocados a montante os itens com largura equivalente a` largura da placa.
• Os itens com largura inferior a` largura da placa sa˜o agrupados em subconjuntos, tal que
a largura ma´xima de cada subconjunto se aproxime tanto quanto poss´ıvel da largura da
placa, sem a exceder.
• Procura-se minimizar a a´rea livre gerada na secc¸a˜o rectangular da placa ocupada por
cada subconjunto de itens.
A segunda secc¸a˜o do documento conte´m a representac¸a˜o dos planos de corte dos rolos de
mate´ria-prima. Tendo o conhecimento do comprimento fixo das placas, sa˜o alocados progres-
sivamente os subconjuntos de itens gerados nos rolos abertos de forma manual e arbitra´ria,
atribuindo-se maior prioridade aos rolos com menor dimensa˜o (reciclagem de sobras), e aos
rolos com maiores n´ıveis de preenchimento. Sempre que a capacidade de alocac¸a˜o de um rolo
de mate´ria-prima e´ esgotada, e´ aberto um novo rolo.
O resultado final da segunda secc¸a˜o do documento de planeamento resulta num conjunto fi-
nito de planos de corte de objectos que determinam a quantidade de rolos de mate´ria-prima a
serem utilizados na fase de implementac¸a˜o do material de revestimento de superf´ıcies no local
de obra.
Verificando-se a auseˆncia de material em stock definido pelo planeamento, impo˜e-se a neces-
sidade de encomendar os rolos de mate´ria-prima em falta. Seja x o nu´mero de rolos abertos
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durante o planeamento, e inexistentes em stock. A MPinto tem a possibilidade de comprar
(x − 1) rolos inteiros, mais um rolo adicional com tamanho parcial, menor ao comprimento
ma´ximo dispon´ıvel, com um custo por metro associado. O rolo de tamanho parcial corres-
ponde ao rolo no planeamento com menor preenchimento, cuja altura preenchida se pretende
minimizar a fim de se optimizar a mate´ria-prima consumida bem como os gastos financeiros
associados.
3.2 Problema de empacotamento a duas dimenso˜es com minimizac¸a˜o da
altura da placa menos preenchida em altura
Podemos considerar as soluc¸o˜es iniciais para alocac¸a˜o de superf´ıcies de revestimento da MPinto
como soluc¸o˜es de problemas de corte e empacotamento por n´ıveis a treˆs fases, com rotac¸a˜o
de itens, e em alguns casos de corte livre com rotac¸a˜o de itens, considerando as soluc¸o˜es de
algumas instaˆncias reais fornecidas pela empresa. A classificac¸a˜o do me´todo e´ caracterizada
pela soluc¸a˜o atingida, independentemente de a equipa de estereotomia seguir uma metodolo-
gia sistema´tica ou na˜o.
O objectivo de construir um modelo de corte e empacotamento para o caso MPinto, na˜o
consiste em modelar e replicar o me´todo de alocac¸a˜o em vigor, mas sim construir um modelo
capaz de fornecer soluc¸o˜es com qualidade satisfato´ria e reduzir drasticamente o seu tempo de
execuc¸a˜o.
Foi realizado um levantamento de modelos de empacotamento existentes que poderiam inte-
grar uma ferramenta de planeamento do corte. Um desses casos foi o modelo de Lodi et al. [7],
de empacotamento a duas dimenso˜es por n´ıveis a dois esta´gios, com e sem rotac¸a˜o de itens,
que foi analisado na secc¸a˜o de revisa˜o bibliogra´fica (Cap´ıtulo 2). A maior vantagem que este
modelo tem associada, e´ o facto de possibilitar a determinac¸a˜o da soluc¸a˜o o´ptima. Pore´m,
para instaˆncias de maior dimensa˜o com alto n´ıvel de heterogeneidade de formas geome´tricas
no conjunto de itens, os tempos de execuc¸a˜o observados na˜o foram satisfato´rios, devido ao alto
n´ıvel de complexidade do algoritmo. Tornou-se claro que seria vantajoso, tendo em vista uma
reduc¸a˜o do tempo necessa´rio para alcanc¸ar uma soluc¸a˜o aceita´vel, explorar uma estrate´gia de
alocac¸a˜o com base em algoritmos heur´ısticos em detrimento dos algoritmos exactos.
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O conjunto de heur´ısticas estudadas e apresentadas na revisa˜o bibliogra´fica, foi um factor
determinante na escolha de uma heur´ıstica para a construc¸a˜o de uma soluc¸a˜o para este pro-
blema. A alternativa escolhida foi a heur´ıstica de melhor encaixe, com corte livre e itens na˜o
orientados, que sera´ apresentada no Cap´ıtulo 4.
Verificou-se a necessidade de adaptac¸a˜o da func¸a˜o objectivo do problema de empacotamento
a duas dimenso˜es t´ıpico (do modelo de Lodi et al. [7]), que consistia em minimizar o nu´mero
de placas utilizadas. Esta abordagem permitia realizar uma ana´lise comparativa satisfato´ria
entre o modelo e os resultados iniciais, principalmente para instaˆncias grandes com um ele-
vado n´ıvel de heterogeneidade de formas geome´tricas no conjunto de itens, comprovando-se a
coereˆncia dos resultados pela sua proximidade.
Todavia, foi observado que para um conjunto de instaˆncias iniciais com um nu´mero de itens
reduzido, as soluc¸o˜es apuradas na˜o apresentaram quaisquer diferenc¸as entre si, resultando no
mesmo nu´mero de placas final. Tornou-se portanto necessa´rio aumentar o n´ıvel de especi-
ficac¸a˜o da soluc¸a˜o, para despistar eventuais empates entre soluc¸o˜es equivalentes a` partida,
mas com diferenc¸as qualitativas a um n´ıvel mais baixo.
A nova func¸a˜o objectivo de desempate, consiste em minimizar a altura da placa menos preen-
chida em altura. Deste modo, para duas soluc¸o˜es que apresentem um nu´mero de placas igual,
e´ poss´ıvel diferencia´-las qualitativamente atrave´s da comparac¸a˜o da altura da placa menos
preenchida em altura de cada uma das soluc¸o˜es.
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Figura 9: Func¸a˜o objectivo: Minimizar a altura da placa mais curta. Soluc¸a˜o com pior
qualidade.
Figura 10: Func¸a˜o objectivo: Minimizar a altura da placa mais curta. Soluc¸a˜o com maior
qualidade.
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A Figura 9 e a Figura 10 ilustram a alterac¸a˜o efectuada a` func¸a˜o objectivo de desempate do
problema de corte: enquanto que anteriormente, o resultado seria um total de 3 placas, na
forma alterada o resultado final passa a ser a altura ma´xima da a´rea preenchida da placa
com menor altura, neste caso representado a verde. Atrave´s da diferenc¸a entre as figuras
apresentadas, verificamos uma soluc¸a˜o de maior qualidade no primeiro caso, por apresentar
uma menor altura na placa com menor a´rea de preenchimento. Minimizando a altura desta
placa em espec´ıfico, e´ automaticamente reduzida a a´rea desperdic¸ada das restantes placas
utilizadas.
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4 Me´todo de soluc¸a˜o
4.1 Descric¸a˜o
4.1.1 Heur´ıstica de melhor encaixe
O me´todo apresentado por Burke et al. [2] e´ orientado a problemas de empacotamento em
rolos, e realiza uma selecc¸a˜o dinaˆmica dos itens durante o esta´gio de empacotamento baseada
na estrate´gia de melhor encaixe. Isso possibilita ao algoritmo realizar deciso˜es informadas
sobre qual o item a ser empacotado a seguir, e tambe´m sobre a sua localizac¸a˜o. Imahori e
Yagiura [4] realizaram uma ana´lise ao trabalho de Burke et al. [2], realc¸ando a simplicidade e a
performance deste algoritmo, apresentando tambe´m uma implementac¸a˜o eficiente do mesmo.
O facto de o me´todo de Burke et al. [2] seleccionar dinamicamente os itens a serem empaco-
tados em cada fase de empacotamento atrave´s da pesquisa de melhor encaixe, ao contra´rio de
alguns dos me´todos analisados anteriormente que seleccionam os itens a empacotar sequencial-
mente apo´s uma ordenac¸a˜o pre´via a` fase de empacotamento, foi um factor que contribuiu para
a sua selecc¸a˜o. Outro factor determinante para a escolha deste me´todo, foi o facto de possuir
um conjunto de caracter´ısticas positivas presentes em algumas das heur´ısticas analisadas, tais
como a rotac¸a˜o de itens e o empacotamento livre. Foi tambe´m relevante a versatilidade do
algoritmo, que ao conjungar diferentes pol´ıticas de empacotamento geradoras de diferentes
soluc¸o˜es, selecciona sempre a melhor alternativa dispon´ıvel para o problema solucionado.
Para determinar o espac¸o mı´nimo dispon´ıvel (nicho), e´ necessa´rio analisar o rolo e o padra˜o
de itens empacotados. Assim que o nicho e´ definido, procede-se a` pesquisa do item que j se
encaixa nesse espac¸o.
No in´ıcio do processo de empacotamento, na˜o ha´ qualquer item empacotado no objecto. Desta
forma, o mı´nimo espac¸o dispon´ıvel (nicho) para o empacotamento de um item, corresponde a`
largura total do objecto (W ). A` medida que os itens va˜o sendo alocados, o nicho vai sendo
alterado consecutivamente, tanto em largura como em altura.
O item que melhor se adapta e´ sempre seleccionado, verificando-se treˆs distintas possibilidades:
1. Ha´ um item na˜o empacotado com uma das dimenso˜es (largura ou altura)
coincidente com a largura do nicho. Neste caso, o empacotamento do item torna-
se fa´cil havendo uma total compatibilidade do nicho. No caso em que va´rios itens sa˜o
totalmente compat´ıveis com o espac¸o dispon´ıvel, e´ escolhido o item com maior a´rea.
2. Ha´ um item na˜o empacotado com dimenso˜es menores a` largura do nicho. E´
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seleccionado o item que ocupa a maior porc¸a˜o do nicho. Uma vez que o item na˜o ocupa
o nicho na totalidade, torna-se necessa´rio definir a forma de colocac¸a˜o do item seguindo
a pol´ıtica de posicionamento escolhida.
3. Na˜o ha´ itens empacotados com dimenso˜es compat´ıveis com a largura do
nicho. Neste caso o espac¸o dispon´ıvel e´ considerado desperd´ıcio, ja´ que na˜o havendo no
momento itens compat´ıveis, enta˜o nenhum item sera´ compat´ıvel em iterac¸o˜es futuras.
Uma das vantagens da estrate´gia de melhor encaixe e´ o facto de apenas serem criados buracos
de desperd´ıcio que na˜o podem ser preenchidos por outros itens. Outra vantagem e´ o facto de
ser assegurada a na˜o sobreposic¸a˜o de itens aos padro˜es de empacotamento em cada fase de
alocac¸a˜o
Pol´ıticas de preenchimento de nichos A heur´ıstica de melhor encaixe e´ uma combinac¸a˜o
de treˆs pol´ıticas distintas de preenchimento de nichos, sendo que cada pol´ıtica indica a forma
de posicionamento dos itens quando estes na˜o sa˜o totalmente compat´ıveis com a largura dos
nichos.
Os nichos sa˜o criados apenas quando nenhum dos itens na˜o empacotados e´ compat´ıvel com
o nicho actual. Este problema considera apenas um objecto com largura finita e altura infi-
nita, tratando-se portanto de um problema de empacotamento em rolos. As treˆs pol´ıticas de
preenchimento de nichos sa˜o:
1. Posicionamento a` esquerda - A pol´ıtica de posicionamento a` esquerda coloca itens
parcialmente compat´ıveis nos nichos, alinhando-os a` esquerda.
2. Posicionamento junto ao vizinho mais alto - Nesta pol´ıtica sa˜o examinados dois
itens empacotados no objecto, que definem o nicho. E´ seleccionado o item a ser colocado
no nicho atrave´s da pesquisa de melhor encaixe, junto ao maior dos dois itens que o
definem. Se o nicho for definido por um item e por uma das extremidades laterais do
objecto, o item e´ colocado junto a` segunda. E´ poss´ıvel visualizar um esquema desta
pol´ıtica de empacotamento na Figura 11.
3. Posicionamento junto ao vizinho mais baixo - Esta pol´ıtica de posicionamento e´
oposta a` pol´ıtica de posicionamento do vizinho mais alto descrita acima. Neste caso, o
novo item e´ colocado a seguir ao item mais baixo.
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Figura 11: Exemplo de posicionamento junto ao vizinho mais alto.
Uma desvantagem do me´todo de Burke et al. [2] e´ a possibilidade da gerac¸a˜o de soluc¸o˜es com
ma´ qualidade devido a` ocorreˆncia de torres de itens nos padro˜es de empacotamento. Este
feno´meno sucede quando e´ realizado o empacotamento sucessivo de va´rios itens com altura
elevado na parte final do processamento. Esta situac¸a˜o pode ser revertida, atrave´s da rotac¸a˜o
de 90º dos itens que geram as torres, possibilitando uma melhoria da soluc¸a˜o final. Este
processo de optimizac¸a˜o da soluc¸a˜o e´ realizado no final do processamento do algoritmo.
Representac¸a˜o da informac¸a˜o A informac¸a˜o do empacotamento e´ guardada num ar-
ray linear (array skyline) com tamanho igual a` largura do objecto, que consiste numa linha
quebrada:
• Cada segmento da linha e´ horizontal.
• Duas linhas adjacentes teˆm coordenadas yy diferentes, e exactamente uma posic¸a˜o x
comum (isto e´, a coordenada x da extremidade direita de uma linha e´ igual a` coordenada
x da extremidade esquerda da outra linha).
• Vista de uma posic¸a˜o infinitamente alta, nenhum ponto das linhas e´ oculto por um item
empacotado.
• Cada linha toca na aresta superior de um item alocado ou na base do rolo.
• De todas as linhas representadas no array skyline, a linha considerada como o espac¸o
mı´nimo dispon´ıvel (ou nicho) e´ a linha com coordenadas yy mais baixas.
Imahori e Yagiura [4] apresentaram uma proposta mais eficiente para a guardar a informac¸a˜o
do array skyline, utilizando uma heap e uma lista ligada bi-direccional em vez do array linear.
Tambe´m utilizaram uma a´rvore bina´ria de procura para a pesquisa do item de melhor encaixe,
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que guarda os itens na˜o empacotados e os compara por valores de largura (wi). A estrutura
de dados utilizada no presente trabalho foi o array linear.
Cada elemento do array guarda a altura total do empacotamento de cada coordenada x do
rolo. A coordenada do nicho pode ser encontrada localizando o menor valor guardado no
array, e a sua largura e´ calculada pelo nu´mero de posic¸o˜es consecutivas de igual valor.
Pesquisa de melhor encaixe Os dados dos itens sa˜o definidos numa lista de pares (wi, hi)
com os valores de largura e de altura. Para facilitar a pesquisa dos itens durante o pro-
cessamento do algoritmo, os itens sa˜o orientados horizontalmente, e depois ordenados por
valores na˜o crescentes de largura (em caso de empate, sa˜o ordenam-se por valores na˜o cres-
centes de altura). O resultado da pesquisa de melhor encaixe sobre um conjunto de itens com
as propriedades mencionadas, devolve o item com maior aproximac¸a˜o a`s dimenso˜es limite
parametrizadas.
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O algoritmo de melhor encaixe pode ser definido em pseudo-co´digo da seguinte forma:
Algoritmo de melhor encaixe
1. Obter largura do rolo;
2. Obter lista de n itens;
3. Orientar itens horizontalmente (wj ≥ hj , j ∈ J), ou seja, atribuindo a` dimensa˜o
de largura a aresta com maiores dimenso˜es, e a` dimensa˜o de altura a aresta com
menores dimenso˜es;
4. Ordenar lista de itens por ordem decrescente de largura (desempatando por
valores decrescentes de altura);
5. Inicializar array skyline de n elementos.
6. Para cada pol´ıtica de posicionamento (a` esquerda, vizinho mais alto, vizinho
mais baixo) executar
(a) enquanto (houver itens por empacotar)
i. Calcular dimenso˜es do nicho.
ii. Se encontrado item compat´ıvel
enta˜o empacotar item seguindo pol´ıtica de posicionamento; Actu-
alizar array;
caso contra´rio Gerar a´rea desperdic¸ada junto ao item vizinho
mais baixo.
(b) Retornar melhor soluc¸a˜o.
4.1.2 Uma modificac¸a˜o da heur´ıstica de melhor encaixe
A escolha da heur´ıstica a ser implementada na ferramenta de planeamento de corte recaiu
sobre o algoritmo de melhor encaixe. A heur´ıstica proposta por Burke et al. [2] orientada
para problemas de empacotamento em rolos, tal como foi descrito anteriormente, realiza a
selecc¸a˜o dinaˆmica dos itens durante a fase de alocac¸a˜o, seguindo a estrate´gia de alocac¸a˜o de
melhor encaixe em rolos. Para tornar poss´ıvel a aplicac¸a˜o desta heur´ıstica ao caso MPinto,
impoˆs-se a necessidade de adaptar o algoritmo de uma lo´gica de empacotamento em rolos a
uma lo´gica de problemas de empacotamento em placas. Se na versa˜o para empacotamento em
rolos t´ınhamos um problema de empacotamento a duas dimenso˜es com apenas um objecto, o
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novo algoritmo ira´ alocar os itens sucessivamente num conjunto finito de placas conservando a
mesma estrate´gia de preenchimento. O resultado gerado pela heur´ıstica foi tambe´m adaptado
a` nova func¸a˜o objectivo adoptada, ou seja, a minimizac¸a˜o da altura da a´rea da placa menos
preenchida em altura.
4.1.3 Array Skyline
O processo de empacotamento de itens em placas e´ controlado atrave´s de um array chamado
skyline, cuja dimensa˜o e´ equivalente a` largura do objecto em cent´ımetros. Sempre que e´ ini-
cializada uma nova placa para ser preenchida, o respectivo array skyline e´ criado, com todos
os elementos a zero, indicando que o objecto se encontra vazio. E´ um elemento essencial no
processo de ca´lculo do nicho de alocac¸a˜o, e na procura do item de melhor encaixe, uma vez
que representa as coordenadas da superf´ıcie de alocac¸a˜o da placa.
Sempre que e´ efectivada a alocac¸a˜o de um item na placa, o array skyline e´ actualizado, reflec-
tindo a alterac¸a˜o na altura da a´rea preenchida no objecto. O exemplo da Figura 12 ilustra o
processo de actualizac¸a˜o do array skyline associado a` alocac¸a˜o de itens.
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Figura 12: Actualizac¸a˜o do array skyline.
4.2 Algoritmo
A heur´ıstica comec¸a por importar os paraˆmetros de entrada. Sequencialmente, e´ executado
o algoritmo de melhor encaixe para as treˆs pol´ıticas de posicionamento existentes, que esta˜o
representadas na Figura 13:
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• Posicionamento a` esquerda
• Posicionamento ao lado do vizinho mais alto
• Posicionamento ao lado do vizinho mais baixo
Figura 13: Pol´ıticas de posicionamento de itens.
Para um conjunto na˜o nulo finito de itens, sa˜o preenchidas n placas. No in´ıcio da alocac¸a˜o
(i = 0), e´ inicializada a placai e o respectivo skylinei. Ate´ que todas as posic¸o˜es do skylinei
atinjam a altura ma´xima da placai, isto e´, ate´ que na˜o haja nenhum item compat´ıvel com o
espac¸o dispon´ıvel da placai ao ponto de a a´rea livre ser transformada em a´rea desperdic¸ada,
sa˜o alocados sucessivamente os itens de melhor encaixe correspondentes ao nichos calculados
em cada iterac¸a˜o. Os nichos, tambe´m designados por espac¸os mı´nimos dispon´ıveis, corres-
pondem aos segmentos do array skyline com coordenada yy menor dispon´ıvel em cada iterac¸a˜o.
Depois de um determinado nicho ser calculado, e´ realizada a pesquisa de melhor encaixe ao
conjunto de itens na˜o empacotados. Se for encontrado o melhor item compat´ıvel e´ empaco-
tado directamente se este tiver uma das dimenso˜es coincidente com as dimenso˜es do nicho,
ou seguindo a pol´ıtica de empacotamento em vigor caso as dimenso˜es sejam menores que as
dimenso˜es do nicho. Caso na˜o seja encontrado nenhum item compat´ıvel, o nicho e´ transfor-
mado em a´rea na˜o preenchida desperdic¸ada. No fim do empacotamento e´ actualizado o array
skyline. Os resultados poss´ıveis da pesquisa best-fit esta˜o representados na Figura 14:
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Figura 14: Resultados poss´ıveis da pesquisa de melhor encaixe.
O algoritmo implementado e´ ilustrado na Figura 15.
Figura 15: Diagrama da heur´ıstica de melhor encaixe adaptada a problemas de empacota-
mento em placas.
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Quando a execuc¸a˜o da heur´ıstica atinge um ponto em que todas as posic¸o˜es do array skyline
atingem o valor da altura da placa, e´ realizada uma nova iterac¸a˜o do ciclo, sendo aberta uma
nova placa com o respectivo array. Se o conjunto de itens na˜o empacotados estiver vazio, e´
terminada a fase de empacotamento.
O resultado devolvido pelo algoritmo traduz o nu´mero de placas utilizadas na soluc¸a˜o do
problema, especificando para cada uma delas a altura ma´xima da a´rea preenchida. Com base
nesta informac¸a˜o, e´ poss´ıvel averiguar a soluc¸a˜o final da func¸a˜o objectivo, escolhendo o valor
mı´nimo da altura ma´xima da a´rea preenchida do conjunto de placas da soluc¸a˜o.
4.3 Exemplo
Para uma melhor percepc¸a˜o do funcionamento do algoritmo implementado, e´ apresentado o
resultado de execuc¸a˜o de uma instaˆncia de teste.
Consideremos a instaˆncia de corte a duas dimenso˜es representada na Tabela 7.
Tabela 7: Instaˆncia para a extensa˜o a` heur´ıstica de melhor empacotamento
Ind´ıce i Co´digo ci Altura hi Largura wi
1 A 3,6 1,4
2 B 1,4 1,4
3 C 2,0 0,2
4 D 1,3 1,8
5 E 2,0 2,0
6 F 1,0 3,0
7 G 1,2 2,6
8 H 0,1 1,4
Sejam as dimenso˜es dos objectos da instaˆncia:
• W = 4
• H = 8
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Apo´s a orientac¸a˜o horizontal do conjunto de itens e da sua ordenac¸a˜o por valores na˜o crescentes
de largura e altura, e´ obtida a disposic¸a˜o de itens na Tabela 8.
Tabela 8: Orientac¸a˜o horizontal e ordenac¸a˜o de itens.
Ind´ıce i Co´digo ci Altura hi Largura wi
1 A 1,4 3,6
6 F 1,0 3,0
7 G 1,2 2,6
5 E 2,0 2,0
3 C 0,2 2,0
4 D 1,3 1,8
2 B 1,4 1,4
8 H 0,1 1,4
A heur´ıstica inicia a sua execuc¸a˜o adoptando a pol´ıtica de posicionamento a` esquerda. Apo´s
a execuc¸a˜o completa, realizam-se duas novas execuc¸o˜es adoptando respectivamente a pol´ıtica
de posicionamento junto ao vizinho mais baixo, e junto ao vizinho mais alto.
No in´ıcio do processo de empacotamento, inicializa-se o array skyline com W ∗ 100 posic¸o˜es,
sendo que cada unidade corresponde a cada cent´ımetro da largura total da placa. Neste caso
o tamanho do array e´ 400, e no in´ıcio da execuc¸a˜o da heur´ıstica todas as posic¸o˜es esta˜o a
zero. E´ identificado o nicho inicial para se realizar o empacotamento. Uma vez que a placa
esta´ vazia, o nicho corresponde a` base da placa.
A pesquisa de melhor encaixe procura o subconjunto de itens por empacotar com dimenso˜es
compat´ıveis com o nicho definido na presente iterac¸a˜o. Na iterac¸a˜o inicial todos os itens sa˜o
compat´ıveis com o nicho, sendo por isso seleccionado e empacotado o item com maior apro-
veitamento do espac¸o, que neste caso e´ o item A.
Apo´s o empacotamento do item A na posic¸a˜o (0,0) da placa, o array skyline e´ actualizado
com os valores da altura do item A nas posic¸o˜es [0;wA]. Uma vez que a altura do array
skyline na˜o atingiu a altura ma´xima da placa, e´ definido um novo nicho para realizar um novo
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empacotamento na mesma placa.
O novo nicho definido corresponde ao espac¸o a` direita do item A, gerado pelo segmento do
array skyline com menor cota alinhado a` esquerda. Uma nova pesquisa de melhor encaixe
identifica os itens F e H com orientac¸a˜o vertical como sendo compat´ıveis com o nicho. Sendo
a pol´ıtica de empacotamento em vigor a` esquerda, e´ empacotado o item F a` direita do item
A, por apresentar um maior aproveitamento do espac¸o dispon´ıvel, e subsequentemente e´ em-
pacotado o item H.
Apo´s o empacotamento do item H, na˜o havendo itens compat´ıveis com o nicho definido, a
a´rea na˜o empacotada a` direita do item H e´ desperdic¸ada. A altura do array skyline nas
posic¸o˜es correspondentes ao nicho desperdic¸ado, e´ preenchido com o valor da altura do item
mais pro´ximo, neste caso o item H com orientac¸a˜o vertical.
E´ processado o empacotamento dos restantes itens ate´ que a altura do array skyline atinja
a altura ma´xima da placa. Quando a altura ma´xima da placa e´ atingida, e´ inicializada uma
nova placa para se empacotarem os restantes itens. Assim que todos os itens sa˜o empacotados,
e´ terminada a execuc¸a˜o da heur´ıstica.
A sequeˆncia de empacotamento para a pol´ıtica de posicionamento a` esquerda e´:
A,C,H, F,G,B,E,D
Apo´s a execuc¸a˜o da heur´ıstica com a instaˆncia apresentada, o resultado gerado pela ferramenta
e´ apresentado no gra´fico da Figura 16.
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Figura 16: Resultado da execuc¸a˜o da instaˆncia para a extensa˜o da heur´ıstica de melhor
empacotamento com posicionamento a` esquerda.
Para esta instaˆncia o resultado das treˆs pol´ıticas de empacotamento e´ equivalente, uma vez que
a altura da a´rea empacotada da placa e´ igual em todos os casos. Na Figura 17 e´ apresentado
um esquema do resultado da heur´ıstica para as duas pol´ıticas de empacotamento restantes:
posicionamento ao lado do vizinho mais baixo, e posicionamento ao lado do vizinho mais alto.
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Figura 17: Resultado da execuc¸a˜o da instaˆncia para a extensa˜o da heur´ıstica de melhor encaixe
com posicionamento ao lado do vizinho mais baixo, e posicionamento ao lado do vizinho mais
alto.
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5 Implementac¸a˜o e resultados experimentais
5.1 Implementac¸a˜o de modelos 2LBP e 2LBPr
Numa primeira fase do desenvolvimento do presente projecto, foi constru´ıda uma ferramenta
de planeamento de corte a partir do modelo 2LBP proposto por Lodi et al. [7], com o aux´ılio
da tecnologia COIN-OR CBC [5]. O CBC (COIN-OR Branch-and-Cut) e´ uma ferramenta
solver de software livre, de programac¸a˜o inteira constru´ıda em C++, que potencializou a
execuc¸a˜o de modelos de programac¸a˜o linear com as instaˆncias da MPinto, nomeadamente os
modelos 2LBP e 2LBPr.
As soluc¸o˜es geradas a partir dos modelos 2LBP e 2LBPr pertencem a` classe de problemas 2BP
guilhotina´vel a duas fases (empacotamento por n´ıveis), com e sem rotac¸a˜o de itens, respecti-
vamente. Uma vez que as soluc¸o˜es geradas pela MPinto foram na sua maioria classificadas
como soluc¸o˜es para problemas de empacotamento de n´ıveis e pilhas, a qualidade das soluc¸o˜es
obtidas pelos modelos 2LBP e 2LBPr revelou-se consequentemente pior do que a das primeiras.
O ponto forte dos dois modelos implementados, principalmente do 2LBPr que adiciona a ca-
pacidade de rodar itens ao modelo 2LBP, e´ possibilitar a convergeˆncia da soluc¸a˜o para o valor
o´ptimo do modelo de programac¸a˜o inteira. Todavia, se por um lado a qualidade das soluc¸o˜es
fica a` partida comprometida pelo facto de o modelo so´ gerar soluc¸o˜es de corte guilhotina´vel
a duas fases, por outro lado o tempo de execuc¸a˜o do modelo cresce exponencialmente para
instaˆncias com um nu´mero elevado de itens com um grande n´ıvel de heterogeneidade de di-
menso˜es.
E´ apresentado em anexo um esquema de uma soluc¸a˜o obtida com o modelo 2LBP, comparada
com a soluc¸a˜o homo´loga da MPinto para a mesma instaˆncia, nas Figuras 18 e 19.
5.2 Extensa˜o de melhor encaixe
O algoritmo best-fit de Burke et al. [2] foi implementado com o objectivo de ultrapassar,
tanto em tempo de processamento com em quantidades de mate´ria-prima utilizada, os re-
sultados alcanc¸ados com o modelo de Lodi et al. [7]. A heur´ıstica descrita anteriormente
na secc¸a˜o ’Heur´ıstica de melhor encaixe’ (Secc¸a˜o 4.1.1), sofreu as alterac¸o˜es necessa´rias para
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ser adaptada a problemas de empacotamento em placas, e o mecanismo de controlo de po-
sicionamento, o array skyline, que passou a ser replicado por cada placa aberta (Secc¸a˜o 4.1.2).
A implementac¸a˜o foi efectuada em C++, tendo sido utilizada a biblioteca de domı´nio pu´blico
(open source) da autoria de Jukka Jyla¨nky [6], que veio capacitar a ferramenta constru´ıda com
algumas estruturas e func¸o˜es que esta˜o na base do processo de empacotamento implementado.
A exportac¸a˜o do resultado do algoritmo e´ realizado para um ficheiro de texto, onde e´ es-
pecificado o nu´mero de placas resultantes, bem como altura ma´xima da a´rea preenchida de
cada placa, que constitui a informac¸a˜o relevante para apurar a soluc¸a˜o da func¸a˜o objectivo.
Tambe´m e´ exportada a informac¸a˜o da disposic¸a˜o dos itens nas placas onde foram alocados, em
formato LaTeX. Os ficheiros LaTeX ao serem compilados fornecem uma visualizac¸a˜o gra´fica
do plano de corte de mate´ria-prima, que podera´ fornecer um aux´ılio de grande utilidade na
fase de aplicac¸a˜o do material no local de obra. E´ poss´ıvel visualizar um exemplo ilustrativo
em anexo neste documento, na Figura 20.
5.3 Resultados de testes a modelos 2LBP e 2LBPr
Foram realizados testes aos modelos 2LBP e 2LBPr implementados no COIN − OR CBC
com as instaˆncias que foram fornecidas inicialmente pela MPinto.
O sistema utilizado para os testes computacionais conte´m as seguintes caracter´ısticas:
• Processador: 2.5 GHz Intel Core 2 Duo
• Memo´ria: 2GB 667 MHz DDR2 SDRAM
Os testes foram realizados em duas fases distintas, com tempos de execuc¸a˜o ma´ximo diferentes:
• Fase 1 - Tempo ma´ximo de execuc¸a˜o: 30 min.
• Fase 2 - Tempo ma´ximo de execuc¸a˜o: 2 horas.
A necessidade da realizac¸a˜o de testes com tempos ma´ximos de execuc¸a˜o mais extensos impoˆs-
se ao ser verificado que, para algumas instaˆncias, o valor o´ptimo na˜o era alcanc¸ado com testes
de 30 minutos de execuc¸a˜o. Nos casos em que o valor o´ptimo foi alcanc¸ado na primeira fase
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de testes, na˜o foram repetidos os testes na segunda fase. Foi tambe´m comprovado que para
algumas instaˆncias, apesar de o processo de execuc¸a˜o na˜o chegar ao fim durante o per´ıodo
ma´ximo de processamento, e´ poss´ıvel atingir uma soluc¸a˜o o´ptima, como e´ o caso da instaˆncia
MEDINTONE 885-310 e MEDINTONE 885-302.
As instaˆncias Quantidades (Small) e Quantidades (Big) sa˜o sub-instaˆncias da instaˆncia Quan-
tidades (Full), criadas especificamente para os testes dos modelos, e que na˜o foram submetidas
a testes por parte da MPinto. Por este motivo, na˜o teˆm resultados aplica´veis (-) na coluna
placasMPinto.
Nos casos em que nas colunas para execuc¸a˜o com tempo ma´ximo de 2 horas na˜o temos valores
preenchidos (-), estamos perante instaˆncias que obtiveram valores o´ptimos nas execuc¸o˜es com
tempo ma´ximo de 30 minutos. Quando o tempo de execuc¸a˜o do modelo chega ao limite
ma´ximo sem que tenha sido encontrada a soluc¸a˜o o´ptima, e´ devolvida a soluc¸a˜o de maior
qualidade encontrada ate´ esse momento.
Podemos observar os resultados obtidos para o modelo 2LBP e 2LBPr nas Tabelas 9 e 10,
respectivamente. Em cada uma das tabelas mencionadas, temos as seguintes colunas:
• Instaˆncia - Nome da instaˆncia submetida a` execuc¸a˜o do modelo em teste.
• nitens - Nu´mero de itens da instaˆncia a serem empacotados.
• PMPinto - Nu´mero de placas da soluc¸a˜o obtida pela MPinto para a instaˆncia analisada.
• tmax:30m - Tempo de execuc¸a˜o (em segundos) do modelo para um tempo ma´ximo de
execuc¸a˜o de 30 minutos.
• Pmax:30m - Nu´mero de placas devolvido pela execuc¸a˜o do modelo para um tempo ma´ximo
de execuc¸a˜o de 30 minutos.
• tmax:2h - Tempo de execuc¸a˜o (em segundos) do modelo para um tempo ma´ximo de
execuc¸a˜o de 2 horas.
• Pmax:2h - Nu´mero de placas devolvido pela execuc¸a˜o do modelo para um tempo ma´ximo
de execuc¸a˜o de 2 horas.
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Tabela 9: Resultados de execuc¸a˜o do modelo 2LBP
Instaˆncia nitens PMPinto tmax:30m Pmax:30m tmax:2h Pmax:2h
Quantidades (Full) 31 3 22 3 - -
Quantidades (Small) 12 - 1 1 - -
Quantidades (Big) 19 - 3 3 - -
MEDINTONE 885-310 135 54 1828 59 7264 59
MEDINTONE 885-303 9 8 4 8 - -
MEDINTONE 885-302 102 26 1834 29 7402 28
Tabela 10: Resultados de execuc¸a˜o do modelo 2LBPr
Instaˆncia nitens PMPinto tmax:30m Pmax:30m tmax:2h Pmax:2h
Quantidades (Full) 31 3 25 3 - -
Quantidades (Small) 12 - 47 1 - -
Quantidades (Big) 19 - 10 3 - -
MEDINTONE 885-310 135 54 1900 58 7304 58
MEDINTONE 885-303 9 8 14 8 - -
MEDINTONE 885-302 102 26 * * 7288 30
(*) Nenhuma soluc¸a˜o obtida no tempo limite.
(-) Na˜o aplica´vel.
5.4 Heur´ıstica de melhor encaixe para um problema de empacotamento a
duas dimenso˜es
Para a fase de testes da construc¸a˜o da ferramenta de planeamento de corte deste projecto,
foi reunido um conjunto de instaˆncias reais pela empresa MPinto, consideradas como casos
modelo de aplicac¸a˜o pra´tica, capazes de fornecer informac¸a˜o relevante sobre a performance
da ferramenta.
Foram realizados testes a` heur´ıstica de melhor encaixe modificada (secc¸a˜o 4.1.2) para um
problema de empacotamento a duas dimenso˜es com um total de 31 instaˆncias, com conjuntos
de itens de cardinalidade varia´vel entre 9 e 136 elementos.
Os resultados dos mesmos testes sa˜o apresentados na Tabela 11.
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Tabela 11: Resultados da heur´ıstica de melhor encaixe para um problema de empacotamento
a duas dimenso˜es
Instaˆncia nitens W H PMPinto Pme minHMPinto minHme tme
MEDINTONE 885-303 9 183 250 8 8 10.73 10.73 0.138
ALQ 200 100 9 200 205 4 5 20.50 13.15 0.086
TORRES VEDRAS 9 200 230 2 2 14.39 17.76 0.056
ENFERMAGEM 33445 14 200 250 6 8 12.99 12.99 0.129
PR 8202 15 200 250 2 2 14.77 15.30 0.051
URGESES 18 200 250 5 5 7.13 21.30 0.117
PR 33637-AZUL 21 200 250 3 4 24.79 9.94 0.105
PR 17102-SMOKE 23 200 250 3 3 2.20 3.95 0.106
COR JESUS 24 200 250 5 5 5.10 17.00 0.127
JF BARCELOS VFSP 24 200 250 3 3 16.82 20.64 0.103
PR 33602-CINZA+ 24 200 250 3 3 14.93 20.84 0.108
TEBOSA 26 200 200 6 7 13.45 11.59 0.173
AMP LCS SOBREPOSTA 28 200 250 4 5 24.84 15.40 0.136
PR 33635-AMARELO 30 200 250 4 4 2.45 5.09 0.144
ENFERMAGEM 33441 31 200 230 12 13 10.70 19.09 0.362
QUANTIDADES (FULL) 31 200 230 3 3 19.24 18.09 0.126
AMP JF SOBREPOSTA 33 200 250 5 5 10.92 18.75 0.148
PR 33656-ROSA 42 200 250 3 3 19.50 21.50 0.186
FACHA 51 183 250 8 9 6.39 8.02 0.568
PR 33638-VERDE 51 200 250 4 4 19.85 18.90 0.243
MURTOSA WALL 54 200 200 2 2 4.00 19.14 1.093
PR 33605-BEJE 54 200 250 3 4 22.73 6.45 0.222
ENFERMAGEM 33440 57 200 250 9 10 6.94 10.82 0.288
PR 33603-CREME 68 200 250 5 5 16.80 22.40 0.348
ES BARCELOS ALCAT 76 200 300 12 15 20.28 17.85 0.484
PR 17100-FOG 81 200 250 5 5 23.17 20.75 0.428
ATL ARRIFES 93 200 230 15 18 21.45 15.50 0.462
MURTOSA FLOOR 100 200 200 29 35 8.75 13.60 0.18
MEDINTONE 885-302 102 183 250 26 31 15.07 17.14 0.73
PR 33630-CINZA 105 200 250 8 8 7.91 12.65 0.665
MEDINTONE 885-310 136 183 250 54 68 23.50 12.70 1.325
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Legenda da Tabela 11
Instaˆncia - Nome da instaˆncia submetida a` execuc¸a˜o da heur´ıstica de melhor encaixe.
nitens - Nu´mero de itens.
W - Largura das placas (em cent´ımetros).
H - Altura das placas (em cent´ımetros).
PMPinto - Nu´mero de placas usado na soluc¸a˜o da MPinto.
Pme- Nu´mero de placas usado na soluc¸a˜o obtida com a heur´ıstica de melhor encaixe.
minHMPinto - Altura da placa com menor preenchimento em altura na soluc¸a˜o da MPinto
(em cent´ımetros).
minHme - Altura da placa com menor preenchimento em altura na soluc¸a˜o da heur´ıstica de
melhor encaixe (em cent´ımetros).
tme - Tempo de execuc¸a˜o da heur´ıstica de melhor encaixe (em segundos).
Estes resultados mostram que as soluc¸o˜es obtidas pela Mpinto sa˜o, em geral, de melhor
qualidade que as obtidas pela heur´ıstica de melhor encaixe proposta. A ana´lise dos dados
dos resultados permitiu concluir que em me´dia, as soluc¸o˜es originais gastam menos 10% de
mate´ria-prima do que as soluc¸o˜es geradas pela heur´ıstica de melhor encaixe.
Por outro lado, os tempos de execuc¸a˜o da heur´ıstica para o conjunto de instaˆncias de teste e´
aproximadamente 1 segundo, o que comparativamente ao tempo de preparac¸a˜o das soluc¸o˜es
iniciais, sa˜o significativamente inferiores.
A excepc¸a˜o sa˜o as instaˆncias QUANTIDADES(FULL), PR 33638−V ERDE e PR 17100−
FOG para as quais, embora o nu´mero de placas seja igual, a soluc¸a˜o dada pela heur´ıstica de
melhor encaixe modificada tem uma menor altura na placa com menor altura. E´ de salientar
a rapidez da heur´ıstica de melhor encaixe modificada, apenas em duas instaˆncias demorou
mais de um segundo a obter a soluc¸a˜o.
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6 Concluso˜es e trabalho futuro
Nesta dissertac¸a˜o apresentou-se uma heur´ıstica de melhor encaixe para empacotamento a duas
dimenso˜es, que esta´ na base do desenho da ferramenta de optimizac¸a˜o industrial constru´ıda.
Atrave´s dos resultados obtidos na fase de testes da heur´ıstica de melhor encaixe para um
problema de empacotamento a duas dimenso˜es, e´ poss´ıvel verificar que o tempo de execuc¸a˜o
do processo de planeamento de corte e´ instantaˆneo (com tempos de execuc¸a˜o de aproximada-
mente 1 segundo) quando comparado com o caso MPinto, em que o processo de estereotomia
efectuado manualmente envolve treˆs colaboradores a tempo inteiro, durante va´rios dias de
trabalho (com variac¸o˜es de 5 a 15 dias u´teis, segundo fontes da empresa).
Os resultados revelaram n´ıveis de qualidade assime´tricos comparativamente a`s soluc¸o˜es ori-
ginais, com baixa dependeˆncia do nu´mero de itens associado a` instaˆncia, uma vez que as
diferenc¸as de qualidade das soluc¸o˜es na˜o acompanham as diferenc¸as de nu´meros de itens das
instaˆncias. O grau de heterogeneidade de dimenso˜es dos itens e´ um factor determinante nos
resultados.
Apesar de a quantidade de mate´ria-prima consumida em cada instaˆncia ser excedida residu-
almente na maioria dos casos quando o planeamento e´ realizado com o aux´ılio da ferramenta,
os custos associados a` produc¸a˜o sa˜o reduzidos proporcionalmente a uma escala muito superior
no que diz respeito ao nu´mero de horas-homem gasto em cada projecto.
A coereˆncia e a constaˆncia no n´ıvel de qualidade dos resultados entregues aos clientes sa˜o as-
segurados pela objectividade e uniformizac¸a˜o das soluc¸o˜es que a heur´ıstica produz, evitando
a subjectividade e a exposic¸a˜o ao erro humano que sa˜o inerentes ao processo de planeamento
manual. Com o uso deste algoritmo, a equipa de colaboradores tem a possibilidade de au-
mentar a sua produtividade, ganhando disponibilidade para se dedicarem a mais projectos
em simultaˆneo.
Existem va´rias vertentes que podem ser exploradas no futuro para um desenvolvimento mais
extensivo da ferramenta de planeamento de corte a duas dimenso˜es:
• Interface gra´fico - No in´ıcio do projecto foi desde logo delineado que o aˆmbito da acti-
vidade de desenvolvimento na˜o envolveria a construc¸a˜o de um interface gra´fico, estando
essa actividade prevista para uma fase posterior. E´ noto´ria a necessidade de capacitar a
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ferramenta constru´ıda de um ambiente amiga´vel para o utilizador (neste caso, o te´cnico
de estereotomia), capaz de fornecer aux´ılio na importac¸a˜o de dados de input, visua-
lizac¸a˜o de resultados, manipulac¸a˜o de paraˆmetros, ajustes manuais, edic¸a˜o de output,
entre outros.
• Integrac¸a˜o com ferramentas de planeamento - A explorac¸a˜o de um interface capaz
de integrar va´rios softwares de corte e empacotamento, podera´ possibilitar a utilizac¸a˜o
integrada desta ferramenta com outros sistemas ja´ existentes baseados em algoritmos
de naturezas distintas.
• Integrac¸a˜o com ferramentas CAD - A utilizac¸a˜o do software CAD e´ realizada na
maioria dos projectos de estereotomia existentes, representando um papel fundamental
na fase de identificac¸a˜o do conjunto de itens. A tarefa de determinac¸a˜o das a´reas de
corte, e´ efectuado com o aux´ılio das funcionalidades de ca´lculo de a´reas do software. A
capacitac¸a˜o de uma ferramenta de corte com funcionalidades integradas de ca´lculo de
a´reas automa´tico a partir de ficheiros CAD, seria uma caracter´ıstica que traria valor
acrescentado ao projecto, garantindo indubitavelmente uma optimizac¸a˜o da produtivi-
dade da empresa.
• Reaproveitamento de sobras de mate´ria-prima - O desenvolvimento de um mo-
delo de corte pertencente a` classe de problemas de empacotamento em objectos com
dimenso˜es heteroge´neas, podera´ possibilitar o reaproveitamento automa´tico de sobras
existentes em stock, provenientes de projectos anteriores.
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7 Anexos
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Instaˆncia: ”Quantidades” (MPinto)
Figura 18: Instaˆncia: ”Quantidades” - MPinto.
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Instaˆncia: ”Quantidades” (2LBP)
Figura 19: Instaˆncia: ”Quantidades” - 2LBP.
99
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Instaˆncia: ”Quantidades” (best-fit 2BP)
Figura 20: Instaˆncia: ”Quantidades” - best-fit 2BP.
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